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Дисципліна «Теорія механізмів і машин» має важливу роль в професійній 
підготовці молодших інженерів-механіків фармацевтичних та 
біоологычнихлогічних виробництв. 
Мета даних методичних вказівок – допомогти студентам у розв’язуванні 
задач, допомогти в підготовці до контрольних робіт, оволодіти методами 
самостійної роботи та в підготовці до виконання курсового проекту з ТММ з 
Розділу «Динаміка механізмів». Набутий під час самостійної роботи досвід 
формує у студентів необхідний обсяг навичок, понять та умінь, створює 
необхідні умови для кращого засвоєння навчального матеріалу, умілого 
використання їх на практиці. 
Робота на практичних заняттях дозволить студентам поглибити, 
узагальнити та закріпити знання, отримані при вивченні теоретичного курсу 
«Теорії механізмів і машин -2. Динаміка механізмів». 
У даних методичних вказівках надані короткі теоретичні відомості,  
розглядається вирішення наведених завдань з конкретними прикладами з тем: 
«Тертя в кінематичних парах», «Силове дослідження механізмів», 
«Дослідження руху механізмів під дією заданих сил», «Основні принципи 
теорії регулювання ходу машинного агрегату», що будуть запропоновані 
студентам при вивченні курсу. 
Наведені варіанти завдань для самостійної роботи. 
Для успішного виконання задач студент повинен проробити та засвоїти 





ТЕМА 1.  ВСТУП У ДИНАМІКУ МЕХАНІЗМІВ 
1.1. Розрахунок рушійних сил за допомогою індикаторних діаграм 
Відомі два основні класи машин: машини-двигуни і робочі машини. Перші 
призначені для перетворення різних видів енергії (теплової, електричної та ін.) 
В механічну, другі використовують механічну енергію для виконання корисної 
роботи. Двигун, механізм і робоча машина в сукупності утворюють машинний 
агрегат. При динамічному аналізі машинного агрегату робочі процеси в ньому 
представлені у вигляді залежностей енергії, сили або моменту на вхідній або 
вихідній ланці від його переміщення або швидкості. Ці залежності називаються 
механічними характеристиками. 
Широко розповсюдженими машинами (як робітниками, так і машинами-
двигунами) є поршневі машини. У цих машинах або сили тиску газу 
перетворюються в крутний момент на валу кривошипа (двигуни внутрішнього 
згоряння, детандери), або крутний момент на валу кривошипа - в енергію 
стисненого газу або рідини (компресори, насоси). Графічна залежність, що 
характеризує зміну тиску в циліндрі поршневої машини від переміщення 
поршня, називається індикаторна діаграма. Свою назву ця діаграма отримала 
через наіменування приладу, який використовують для її реєстрації, -
механічного або електричного індикатора. 
1.2. Механічний ККД 
1. Механічним коефіцієнтом корисної дії машини або механізму 
називається відношення роботи сил виробничого опору до роботи рушійних сил 









     (1.1) 
де ксA  – робота виробничих (корисних) сил опорів, рA  – робота рушійних сил, 
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шсА  – робота сил шкідливих опорів. 
Якщо рушійні сили й сили корисного опору приведені до тієї самої 
обертової ланки, то механічний коефіцієнт корисної дії механізму можна 
визначити як відношення середнього приведеного моменту сил корисного 






        (1.2) 
де ср ксМ  – середній за цикл усталеного руху приведений момент сил корисного 
опору, ср рМ  – середній за цикл усталеного руху приведений момент рушійних 
сил. 
Якщо рушійні сили й сили корисного опору приведені до однієї і тієї ж 
точки ланки приведення механізму й лінії дії цих сил збігаються, то механічний 
коефіцієнт корисної дії визначається як відношення приведеної сили корисного 






        (1.3) 
де ксР  – середня за цикл приведена сила корисного опору, рР  – середня за цикл 
приведена рушійна сила (лінії дії обох сил збігаються). 
Таким чином, якщо представляється більш зручним визначити коефіцієнт 
корисної дії як відношення середніх приведених моментів або приведених сил, 
то попередньо випливає таке приведення виконати й після цього скласти 
необхідне відношення. 
2. Механічним коефіцієнтом корисної дії системи механізмів, складеної з 
декількох послідовно з'єднаних механізмів (ККД багатоступінчастих передач), 
називається добуток механічних коефіцієнтів корисної дії окремих механізмів 
(одноступінчастих передач), які складають дану систему. 
3. Вид формули, якою потрібно користуватися для знаходження 
механічного коефіцієнта корисної дії планетарного редуктора, залежить від 
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того, яка ланка є ведучою і яке в нього передатне відношення. 
При цьому можуть представитися наступні випадки: 
1) Колесо 1 – ведуче, водило Н – ведене. Якщо обчислене передатне 
відношення одноступінчастого планетарного редуктора 1Нi  являє собою 












   
      (1.4) 
Якщо обчислене передатне відношення одноступінчастого планетарного 
редуктора виходить більше одиниці або менше нуля, то коефіцієнт корисної дії 
редуктора обчислюється по формулі 
 1 1 1
1
1




     
     (1.5) 
2) Водило H – ведуче, колесо 1 – ведене. Якщо обчислене передатне 
відношення одноступінчастого планетарного редуктора 1Нi  виявляється 

















     (1.6) 
Якщо ж обчислене передатне відношення одноступінчастого планетарного 
редуктора 1Нi  буде більше одиниці або менше нуля, то коефіцієнт корисної дії 



















     (1.7) 
У формулах (1.1) – (1.7) прийняті наступні позначення: 1Н  – коефіцієнт 
корисної дії зверненого механізму, тобто такого, у якого ті ж зубчасті колеса, 
що й планетарного механізму, але тільки водило Н зупинене, а раніше 
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закріплене колесо п стало вільним (рухомим), 1Нi  – передатне відношення 
одноступінчастого планетарного редуктора від центрального колеса до водилу, 
1Н  – шуканий коефіцієнт корисної дії одноступінчастого планетарного 
механізму при ведучому колесі 1, 1Н  – шуканий коефіцієнт корисної дії 
одноступінчастого планетарного механізму при ведучомуводилу Н. 
Практичне заняття 
Мета роботи: Розрахунок рушійних сил за допомогою індикаторних 
діаграм. Визначення механічного ККД. 
Завдання: Розвязання індивідуальних завдань (задач). 
Приклад 1. Розрахунок рушійної сили за допомогою індикаторної діаграми 
(рис. 1.1.). 
Для визначення значення рушійних сил для всіх розглянутих положень 
механізму, необхідно провести графічну обробку індикаторної діаграми. 
 
Рис. 1.1. Індикаторна діаграма  
Індикаторна діаграма являє собою залежність рушійних сил FР від 
переміщень повзуна FР=f(S).   
Рушійними силами є сили тиску газів Р на поршень. Використовуючи 
таблицю 1, будуємо в прямокутній системі координат Рі (S) на рис. 1.2 




Залежність тиску газів в циліндрі від переміщення поршню 
Переміщення 
поршня, в долях 
ходу (S/H) 
Тиск газів в циліндрі Рі , мПа 
Стискання  Розширення  
0,0 3,6 3,6 
0,05 2,0 4,7 
0,1 1,1 3,8 
0,2 0,6 2,4 
0,3 0,3 1,8 
0,4 0,16 1,4 
0,5 0,10 1,15 
0,6 0,06 0,95 
0,7 0,047 0,8 
0,8 0,02 0,6 
0,9 0,0 0,01 
1,0 0,0 0,01 
 
Довжину оп, відповідно ходу повзуна 3, приймемо рівною відстаню між 
точками В0 та В6, тобто оп=h=В0В6. Довжину ординати от, відповідну 
4,7ітахР мПа  , приймем рівною 94 мм. 
Тоді масштабні коефіцієнти по координатним осям графіку Рі (S) будуть 
наступні: 
0,002 /s l м мм   , 
/ 4,7 / 94 0,05 /і іР тахР от мПа мм    .                      (1.8) 
Вісь ординат графіку Рі (S) проведем через точку В0, відповідну крайньому 
положенню повзуна 3. Проведем серез точку В, відповідну розрахунковому 
положенню механізму, пряму лінію паралельно ісі ординат Рі графіка Рі (S). 
Величина індикаторного тиску в розрахунковому положенні механізму 
визначається із співвідношення 
625 0,05 1,25 1,25 10 ,і PР еf мПа Па                 (1.9) 




Рис. 1.2. Індикаторна діаграма 0 05,pi
МПа
мм
   
 
Визначимо площу поршня. 
2 2






                    (1.10) 
де Dдіаметр поршня. 
Рушійна сила, що діє на поршень FР, Н буде дорівнює: 





Приклад 2. Визначити ККД хвостового редуктора одновинтового 
гвинтокрила, якщо відомо, що обертальний момент на ведучому валу редуктора 
1 13М H м  , обертальний момент на веденому валу 2 21,3М H м   та 
передаточне число редуктора 12 1,7і   
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Приклад 3. Визначити коефіцієнт корисної дії одноступінчастого 
планетарного редуктора типу Джемса (рис. 1.3), у якого ведучим є вал 
1O  
колеса 1, а ведомим – вал 
HO  водила H . Число зубів коліс 21 20, 20=z z   і 
3 60z  . Коефіцієнт корисної дії кожної пари коліс 0,95  . 
Розв'язок. 1) Визначаємо передатне відношення одноступінчастого 
планетарного редуктора: 
2 3 3
1 13 12 23
1 2 1
60





i i i i
z z z
  
               
  
    (1.13) 
2) Визначаємо коефіцієнт корисної дії зверненого механізму: 
13 
 
13 12 23 0,95 0,95 0,9.        
3) Знаходимо шуканий коефіцієнт корисної дії редуктора. Тому що 1Hi  більше 
одиниці, то скористаємося формулою (1.5): 
   1 13 1
1
1 1 3,7






                
Слід звернути увагу на те, що знайдений коефіцієнт корисної дії більше 
коефіцієнта корисної дії зверненого механізму. 
 
Рис. 1.3. Визначення коефіцієнту корисної дії 
одноступінчатого планетарного редуктора 
 
Завдання для самостійного вирішування 
Задача 1. Побудувати індикаторну діаграму за заданими параметрами (рис. 
1.2, таб. 2) та розрахувати рушійну силу поршня. Всі результати розрахунків 
занести у таблицю. 
Таблиця 2 
 Варіанти 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 
D, мм 75 80 60 85 125 150 70 160 90 95 100 130 85 140 115 110 
maxP ,мПа  
4,5 4,8 4,7 5 6 8,1 6,5 9 8 6 8 8,3 5 8,5 7 7,3 
ABl ,м  0,5 0,6 0,7 1 0,8 0,9 0,7 0,6 0,5 1 0,4 0,5 0,7 0,6 1 0,9 
ОАl ,м  0,1 0,2 0,3 0,5 0,4 0,4 0,4 0,2 0,3 0,4 0,1 0,2 0,3 0,3 0,6 0,3 
 
Задача 2. Визначити ККД поступальної кінематичної пари в різних 
положеннях тихохідного гідравлічного насоса. Вагу ланок при вирішенні задачі 




Рис. 1.4.  
Основні параметри ланок механізму: 100OAl мм , 280АВl мм . 
Кривошип обертається за годинниковою стрілкою. Коефіцієнт тертя ковзання в 
поступальної кінематичній парі 0,09f  . 
Задачу виконати для наступних положень механізму: 
1) 0  , 1200P кг ; 
2) 30   , 1800P кг ; 
3) 45  , 2100P кг ; 
4) 60   , 2800P кг . 
Задача 3. Визначити коефіцієнт корисної дії планетарного механізму 
лебідки, якщо ведучим є вал водила H ,ведомим – вал колеса 1 (рис. 1.5, таб. 3). 
Числа зубів коліс рівні 1, z 2,  z 2 ,  z  3z ; ККД кожної пари коліс рівний  . 
                 






1 2 3 4 5 6 7 
1z  65 66 67 70 71 69 75 
2z  62 61 64 63 66 65 72 
2z   63 64 66 68 67 64 74 
3z  66 70 73 76 75 72 69 
  0,98 0,97 0,96 0,94 0,93 0,92 0,95 
 
Задача 4. Визначити коефіцієнт корисної дії одноступінчастого 
планетарного редуктора типу Джемса (рис. 1.3, таб. 4), у якого ведучим є вал 
1O  колеса 1, а ведомим – вал HO  водила H . Число зубів коліс 21z , z  і 3z . 
Коефіцієнт корисної дії кожної пари коліс  . 
Таблиця 4 
 Варіант 
1 2 3 4 5 6 7 
1z  15 12 16 24 30 26 15 
2z  20 18 24 24 32 28 20 
3z  54 52 64 60 70 66 54 
  0,96 0,90 0,92 0,89 0,97 0,86 0,80 
 
Питання для самоконтролю 
1. Які завдання динаміки механізмів є основними? 
2. Які сили називаються рушійними силами? 
3. Які сили називаються силами корисного та шкідливого опору? 
4. Чому дорівнює робота нормальних тисків (реакцій)? 
5. На які характерні проміжки можна розділити час руху механізму від 
моменту початку руху до зупинки? 
6. Який проміжок часу руху механізму називається періодом усталеного руху? 
7. Яку величину називають коефіцієнтом корисної дії механізму? 
8. Як визначається коефіцієнт корисної дії машинного агрегату при 




ТЕМА 2. ТЕРТЯ У КІНЕМАТИЧНИХ ПАРАХ 
2.1. Тертя ковзання 
Під витратами на тертя у механізмі мають на увазі втрати на тертя у його 
кінематичних парах. Розрізняють два основних види тертя – тертя ковзання та 
тертя кочення. 
У нижчих кінематичних парах маємо тертя ковзання, у вищих парах може 
бути лише тертя кочення або тертя кочення сумісно з тертям ковзання. 
Природа виникнення тертя ковзання до цього часу вивчена не досить, хоч цим 
питанням вчені почали займатися давно. Вивченням тертя ковзання займались 
Амонтон (1699 р.), Кулон (кінець XVIII ст.), Морен (початок XIX ст.), М. П. 
Петров (1883 р.) та інші. Істотний вклад у теорію тертя ковзання внесли 
радянські вчені Б. В. Дерягін, І. В. Крагельський та інші. 
     
а                                    б 
Рис. 2.1. Схема тертя сухе (а) і рідинне (б)  
 
Якщо нерівності поверхонь тіл А та В (рис. 2.1, а), що рухаються, стикаються, 
то тертя, яке виникає при цьому, називають сухим. Коли ж поверхні не стикаються 
(рис. 2.1, б) і між поверхнями є шар мастила, то тертя між ними називають 
рідинним. Бувають також напівсухе (переважає сухе) і напіврідинне тертя [1, 2, 
4, 5]. 
Сухе тертя. Основні закони: 
1. У певному діапазоні швидкостей та навантажень коефіцієнт тертя 
ковзання можна вважати сталим, а силу тертя F пропорційною нормальним 
тискам [2]: 
,F fQ                                                              (2.1) 
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де f    коефіцієнт тертя ковзання,  
    Q – нормальний тиск. 
2. Коефіцієнт тертя залежить від матеріалу і стану тертьових поверхонь. 
3. Сили тертя завжди спрямовані у бік, протилежний відносним швидкостям. 
4. Коефіцієнт тертя спокою дещо більший за коефіцієнт тертя руху. 
5. Із збільшенням швидкості руху сила тертя найчастіше зменшується, 
наближаючись до деякого сталого значення; при малих швидкостях коефіцієнт 
тертя майже не залежить від швидкості. 
6. Із зростанням питомого тиску коефіцієнт тертя найчастіше збільшується. 
При малих питомих тисках коефіцієнт тертя майже не залежить від величини 
питомого тиску та площі стикання. 
7. Із збільшенням часу попереднього контакту сила тертя зростає. 
Рідинне тертя. При сухому терті не лише витрачається велика робота, що 
перетворюється в теплоту, але й спрацьовуються тертьові поверхні. Щоб 
запобігти цим явищам, між тертьовими поверхнями вводять шар мастила. При 
цьому, якщо додержувати певних умов, шар мастила може повністю розділяти 
тертьові поверхні (рис. 2.1, б). 





                                                  (2.2) 
де S  – площа ковзання; 
dv
dy
градієнт швидкості, тобто зміна швидкості за висотою  шару; 
 – коефіцієнт пропорційності, або коефіцієнт абсолютної в'язкості рідини.  




   
де Q  – нормальний тиск (навантаження). 
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На рис. 2.2 подано графік залежності зведеного коефіцієнта тертя f   від 
швидкості  v f f v   . Ділянка аb відповідає напіврідинному або 
напівсухому тертю, точка b – спливанню, ділянка bс –  рідинному тертю. 
 
Рис. 2.2.  
На основі експериментальних даних зведений коефіцієнт рідинного тертя 
коливається від 0,005 до 0,015 і є функцією швидкості, навантаження та 
коефіцієнта в'язкості. Якщо відносна швидкість менша за 0,5 м/сек, то рідинне 
тертя перетворюється у напівсухе. 
2.2. Тертя у поступальних кінематичних парах 
Тертя під час ковзання повзуна по горизонтальній  площині. На рис. 2.3, а 
зображено поступальну кінематичну пару, що складається з горизонтальної 
напрямної 2 та повзуна 1. Нехай на повзун 1 діють такі сили: pP  – рушійна,     
Q  – вага вантажу або навантаження, що діє на повзун, N  – нормальна реакція, 
0F  – сила тертя (дотична реакція) покою. Коли повзун рухається, замість сили 
тертя 0F  діє сила тертя F  руху, причому N Q  і  повна реакція R F N  . 
Кут   відхилення повної реакції від нормалі у бік, протилежний руху 
повзуна, називають кутом тертя (рис. 2.3). А тому, що [2, 4, 8] 
0 0 0 0 0F Ntg Qtg ;F f Q    , 
0 0f tg .                                                              (2.3) 
Враховуючи, що 




0f tg . 
Отже, коефіцієнт тертя 0f  дорівнює тангенсу кута тертя. Якщо змінювати 
напрям руху повзуна, то відповідно відхилятиметься і повна реакція. 
Геометричним місцем повних реакцій є бічна поверхня прямого конуса (рис. 
2.4) [6, 8]. 
Властивості конуса тертя: 
     
Рис. 2.3                                                                  Рис. 2.4  
 
1) якщо результуюча Ррез (рис. 2.4) рушійної сили pP  та сили ваги проходить 
всередині конуса тертя, то pP F  (тобто 1 1 1 1а b c b ), тому тіло з місця не 
зрушиться; 
2) якщо результуюча pезP  рушійної сили та ваги проходить зовні конуса 
тертя, то Рр>F (тобто ab cb ), тому тіло з місця зрушиться. 
Очевидно, що: а) під час руху з місця 0pP f Q ; б) при рівновазі 0pP f Q ; 
в) при рівномірному русі P fQp  ; г) при прискореному русі P fQp  . 
На рис. 2.3, б показано графік залежності сили тертя F від рушійної сили 
  pP P f Pp  . Точка А відповідає стану спокою 0pP   і P = 0; ділянка I – 
стану рівноваги 0pP  , але 0скv  ; ділянка II – стану руху 0pP   i 0скv  ; 
 
гранична сила тертя 0 0P f Q . Під силою тертя у цьому разі розуміють силу 
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зчеплення. Орієнтовні значення коефіцієнтів тертя ковзання подано у таблиці 
5.  
 
Рис. 2.5.   
2.3. Тертя повзуна в клинчастих напрямних.  
Для надання повзуну (столу) прямолінійного руху без бічних відхилень 
застосовують клинчасті напрямні (рис. 2.6, а). 
Таблиця 5 
Матеріал 









Сталь по сталі 0,15 0,11 0,13 0,09 
Сталь по бронзі 0,11 0,10 0,10 0,09 
 
 Наприклад, це важливо під час обробки поверхонь на поздовжньо-
стругальних верстатах. При цьому зовнішнє навантаження Q  сприймається 
чотирма поверхнями. З боку кожної поверхні на повзун діє сила тертя, що 
дорівнює fN . Від чотирьох поверхонь загальна сила тертя, що діє на повзун, 
4клF fN .                                                       (2.4) 
Під час руху повзуна тієї самої ваги по горизонтальній площині без 
клинчастих напрямних сила тертя 
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плP fQ.  
 
Рис. 2.6.   
Для порівняння клF  та плF  виразимо N  через Q . Спочатку побудуємо у 
вибраному масштабі сил p н / мм  трикутник сил (рис. 2.6, б), що діють на 
повзун і перебувають у рівновазі. 
З трикутника сил знаходимо 






                                     (2.5) 
де   половина кута загострення клинчастого повзуна.  





                                                (2.6) 
або 





  – зведений коефіцієнт тертя, 
З формули (2.7) можна зробити висновок, що сила тертя у клинчастому 




Мета роботи: Визначення горизонтальної поступальної сили РР при русі 
повзуна по похилій поверхні. Повзун  навантанжений силою Q. Визначення 
потужності, що витрачається на подолання тертя в  поступальній  кінематичній 
парі. Визначення зведеного (фіктивного) коефіцієнту тертя. Визначення 
горизонтальної сили, необхідну для підйому вантажу по гладкій похилій 
площині і похилій площині з направляючими, виконаними у вигляді 
двохгранного жолоба. 
Завдання: Розрахувати індивідуальне завдання. 
Приклад 1. Плоский повзун 1 (рис. 2.7, а) рухається рівномірно по 
горизонтальним направляючим 2 із швидкістю 0 112v ,5 м сек
   під дією 
горизонтальної поступальної сили PР. Визначити потужність N, що 
витрачається на подолання тертя в опорі повзуна, якщо вертикальна сила, що 
притискає повзун до направляючих, дорівнює Q = 100 Н, коефіцієнт тертя 
повзуна об направляючі дорівнює 0f  0,1 . 
 
Рис. 2.7. Визначення потужності, що витрачається на подолання тертя в  поступальній  
кінематичній парі.  
Рішення. Роздивимося рівновагу повзуна (рис. 2.7, б). До повзуна 
прикладено сили . ,PP  ,Q  21
пP  і F  (рис. 2.7, в) . Із креслення видно, що 
21
nQ P ; тоді по формулі  сила тертя дорівнюватиме  
         0 21 0 0 100 0,1 10
nF P f Q f H                               (2.8)  
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Шукана потужність визначається за формулою : 
               21 0 21 0 21 10 0,5 1,0
nN P f v F v Bт                           (2.9)  
Приклад 2. При куті загострення клинчастої напрямної 2β = 60° зведений 






                                   (2.10) 
Отже, втрати на тертя будуть у два рази більші, ніж на горизонтальній 
площині. 
У практиці машинобудування застосовують ще й інші форми напрямних, 
наприклад циліндричні. 
У циліндричних напрямних зведений коефіцієнт тертя: 
а) за гіпотезою, що передбачає постійне спрацювання, 
1 27f ' , f ,                                            (2.11) 
 тобто на 27% більший, ніж у плоских; 
б) за гіпотезою, що передбачає сталий питомий тиск, 1 57f ' , f ,  
тобто на 57% більший, ніж у плоских. 
Завдання для самостійного вирішування 
Задача 1. (рис. 2.8) Клиновий повзун 1 рухається по горизонтальним 
напрямляючим 2 з постійною швидкістю. Визначити силу PP , якщо сила 
корисного опору 100CP H  і вертикальна сила, що притискає повзун до 
напрямної, дорівнює 50Q H , коефіцієнт тертя між повзуном і направляючими 
дорівнює 0,1f  , половина кута загострення клинового жолоба 30o  . 
Задача 2. Клинчастий повзун 1 рівномірно рухається по горизонтальним 
напрямляючим 2 під дією сили 110P кг . 
Визначити силу Q  та діючий на повзун зі швидкістю направляючих 
реакцій  з врахуванням тертя в поступальній парі, вконаній в виді клинчастого 
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повзуна, якщо відомо, половина кута загострення клинового жолоба 30o   т 
коефіцієнт тертя між повзуном і направляючими дорівнює 0,08f  . 
Задача 3. За умови задачі 2. Визначити величину Р та R в момент 
рушання клинчатого повзуна з місця, який навантажений силою Q , якщо 
коефіцієнт тертя спокою 0,11f  .  
      
Рис. 2.8                                 Рис. 2.9                                    Рис. 2.10 
 
Задача 4. Визначити величину приведеного коефіцієнта тертя в 
поступальній кінетичній парі, виконаній в виді клинчастого повзуна, та 
визначити величину приведеного кута тертя. 
Коефіціент тертя ковзання для матеріалів 0,1f   (враховуються умови 
змаски поверхонь, які труться). 
Задачу вирішити для наступних значень кута  : а) 0; б) o30 ; в) o60 ; г) o75 . 
Задача 5. По площині (ланка 2) рівномірно и прямолінійно рухається по 
взуну (ланка 1), на  яку діє сила  Q=1600 Н. 
Визначити величину рушійної сили PP  та величину діючої на повзун зі 
сторони ланки 2 реакціі R з урахуванням тертя в поступальній парі, якщо 
відомо, що коефіцієнт тертя ковзання в поступальній парі 0,13f    (рис. 2.9). 
Задача 6. За умови задачі 5.  Визначити величину PP  та R в момент 
рушання повзуна з місця, якщо коефіцієнт тертя покою для матеріалів, з яких 
виготовлені ланки, що утворюють поступальну пару, 0 0 15,f  . 
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Задача 7. (рис. 2.9) Визначити рушійну силу PP , якщо відомо: Q=5000 Н; 
0,1f  4; v const .   
Задача 8. (рис. 2.10) Тіло 1 рухається рівномірно на площині. Визначити, 
при якому куті   рушійна сила pP  досягне свого найменшого значення, якщо 
вага тіла дорівнює G , а коефіцієнт тертя між тілом 1 і площиной 0 3,f  . 
Задача 9. Тіло 1 рухається рівномірно на площині зі сталою швидкістю. 
Визначити величину рушійної сили pP , якщо сила корисного опору 
(протилежний силі pP ) 0 1P кН , вага тіла 1 дорівнює 0 5,G кН , коефіцієнт 
тертя між тілом 1 і площиною 0 1,f  , кут 30  . 
 
Питання для самоконтролю студентів 
1. Що являє собою сила тертя? 
2. Чим відрізняється сухе тертя від рідинного? 
3. Якою є умова рівноваги тіла при терті спокою? 
4. Навести формулу для визначення сили тертя руху. 
5. Навести формулу сили тертя у рідинному шарі відповідно до гіпотези 
Ньютона. 
6. Де і при яких умовах виникає тертя? 
7. Як формуються закони сухого тертя ковзання? 
2.4. Тертя під час ковзання повзуна (вантажу) по похилій площині. 
Похила площина використовується під час навантаження та 
розвантаження вантажів із автомашин та залізничного рухомого составу, для 
піднімання та опускання вантажів на товарних складах і т. д. Нехай повзун 1 
(рис. 2.11, а) рухається вгору по площині 2 із сталою швидкістю під дією 
горизонтальної рушійної сили Рр. Позначимо: Q  – вагу вантажу,   – кут 
нахилу площини, f  – коефіцієнт тертя,   – кут тертя. Знайдемо силу тяги Рр 
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спочатку графічно, а потім аналітично. На повзун діють сили 21, ,PР Q R , де 
21 21 nR F R   – повна реакція похилої площини, 21F  – сила тертя, nR  
нормальна реакція [1-6]. 
 
Рис. 2.11.  
Повна реакція 21R  відхилена від нормалі на кут   у бік, протилежний  до  
відносної  швидкості 12v . 
Якщо сили, що діють на повзун, перебувають у рівновазі, силу Р можна 
знайти із векторної рівності 
21 0рP Q R .                                         (2.12) 
 Індекс «12» при R  означає швидкість  ланки 1 відносно ланки 2. Індекс 
«21» при R  означає реакцію ланки 2 на ланку 1 і т. д. 
Для цього будуємо трикутник сил (рис. 2.10, б) у масштабі сил, з якого 
знаходимо P p pP bc ; R ac    . 
Силу Рр можна знайти і за формулою, яку дістають із побудованого 
трикутника сил: 
 pP Qtg .                                             (2.13) 
Умова самогальмування. Якщо вантаж під дією власної ваги не опускається 
донизу по похилій площині, то площина буде самогальмівною. На рис. 2.12, а 
показана самогальмівна, а на рис. 2.12, б – несамогальмівна похила площина. 
Самогальмування відбуватиметься при tQ F  або Qsin fQcos  . Після 
перетворення матимемо умову самогальмування у такому вигляді: 




Рис. 2.12.                     2.13.  
Отже, самогальмування буде при куті похилої площини, що дорівнює або 
менший за кут тертя. 
Дослідне визначення коефіцієнта тертя ковзання. Нехай треба визначити 
коефіцієнт тертя ковзання матеріалів повзуна 1 та площини 2. Кут   нахилу 
площини 2 можна змінювати, повертаючи її навколо осі С, перпендикулярної 
до площини обертання. На рис. 2.13 зображені похила площина і повзун у 
положенні, при якому повзун 1 виходить із стану рівноваги. Це значить, що 
тангенціальна складова tQ  дорівнює або більша за силу тертя: 
                                              0tQ F .                                                    (2.14) 
А тому, що кут тертя фо при цьому дорівнює куту нахилу, а коефіцієнт 
тертя спокою ( 0  ) дорівнюватиме 0tg  
                                            0 0f tg .                                                  (2.15) 























                                                    (2.16) 








                                                 (2.17) 
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Досі ми розглядали окремий випадок, коли сила Р горизонтальна. Розглянемо 
загальний випадок руху повзуна по похилій площині із швидкістю v const  (рис. 










   
 
                           (2.18) 
 
Рис. 2.14.                    











   
 
                                    (2.19) 









                                         (2.20) 
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                            (2.21) 
Окремий випадок 1. При 90     рушійна сила  Рр паралельна похилій 
площині: 
 рP Q sin f cos ;                                        (2.22) 










                                        (2.24) 
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Окремий випадок 2. При 90   рушійна сила горизонтальна; при цьому 
матимемо вже виведені формули  
 рP Qtg ;    











2.5. Тертя у гвинтовій парі 
Тертя у гвинтах із прямокутною різьбою. Гвинтові пари досить часто 
застосовуються у машинах і приладах, наприклад, у кріпильних різьбових 
з'єднаннях (кріпильні болти), у токарних верстатах (ходові гвинти), у домкратах, 
пресах і т. д. 
Основними геометричними параметрами різьби є 3d , cpd  та внd  –  зовнішній, 
середній та внутрішній діаметри (рис. 2.15, а), h  – висота підйому середньої 
гвинтової лінії різьби,   кут підйому різьби (рис. 2.14, б). В однозахідних 
гвинтах h s , де s  – крок різьби; у багатозахідних h ks , де k  – число заходів. Із 
розгортки на площину середньої гвинтової лінії видно, що cph d tg  . Крутний 
(рушійний) момент можна подати як добуток сили на плече [2, 4, 6, 8]: 
кр кр cpM Р' L, M Pr .                                   (2.25) 
Враховуючи, що для цього випадку 




Рис. 2.15.                    
матимемо 
 кр cpM Qr tg .                                              (2.26) 
Умовою самогальмування  гвинтів, за аналогією з похилою площиною, 
буде 
.   
Тертя у гвинтах з трикутною різьбою. Для гвинтів з трикутною різьбою 
(рис. 2.16, а) формула для визначення крутного моменту Мкр та умова 
самогальмування за зовнішнім виглядом такі самі, як і для гвинтів із 
прямокутною різьбою. 
Враховуючи, проте, що тертя у гвинтах з трикутною різьбою ототожнюється з 
тертям на похилій площині з клинчастою напрямною (рис. 2.16, б), слід ввести 
у формули фіктивні (зведені до площини) коефіцієнти та кути тертя. Тоді 
формула для визначення крутного моменту та умова самогальмування 
напишуться так [1, 3, 5, 6, 7]: 
 кр cpM Qr tg ' ,                                                   (2.27) 
де 
' arctg f ; ' .     




; f ' , f .
sin
     
для дюймової різьби 
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Рис. 2.16.                                                     Рис. 2.17 
 
  
Отже, тертя у з'єднаннях з метричною різьбою більше, ніж з дюймовою, у 
кріпильної (трикутної) різьби кут підйому різьби 2 3 ,    тобто менший за 
кут тертя, отже усі гвинтові пари з трикутною різьбою самогальмівні. 
ККД  гвинтової кінематичної пари (прийнявши гвинтову різьбу за похилу 











Обчисливши ККД   при різних  значеннях  кута нахилу а гвинтової 
різьби, можна побудувати графік функції     (рис. 2.17).  
















 2.6. Тертя в обертальних кінематичних парах 
Цапфами називають опорні частини валів та осей. Цапфи, розміщені на 
кінцях валів, називають шипами, а проміжні – шийками (рис. 2.18, а). 
Нерухому ланку обертальної кінематичної пари, що підтримує шип або 
шийку, називають підшипником. Шипи та шийки сприймають радіальні 
навантаження. На  рис. 2.18, б показано шип у підшипнику [1, 2, 3, 9, 10, 11, 
13, 14]. 
 
Рис. 2.18.                    
П'ятами називають ті частини валів (осей), які сприймають осьові 
навантаження (рис. 2.19, а і б). 
П'ята спирається на підп'ятник, який звичайно є нерухомою ланкою. П'яти 
бувають суцільними, кільцевими та гребінчастими (багато-кільцевими), а також 
ковзання і кочення. Гребінчасті п'яти застосовують при великих осьових 
зусиллях (наприклад, у парових турбінах). 
 
Рис. 2.19.                    
Тертя цапфи у підшипнику. При наявності зазору цапфа під дією рушійного 
моменту PM  – із свого найнижчого положення перекочується у нове положення, 
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яке характеризується рівновагою між рушійними силами та силами опору [1, 2, 
3, 9, 10, 11, 13, 14]. 
На рис. 2.20, а прийняті такі позначення: r  – радіус шипа, Q – зовнішнє 
навантаження, R – реакція підшипника, що діє на шип, φ – кут тертя,   – радіус 
круга тертя. 
Сили Q та R утворюють пару сил, момент якої є моментом опору опM , він 
врівноважує момент рушійних сил PM , тобто 
 оп PM M                                                                (2.29) 
Момент сил опору 












   радіус круга тертя;    кут тертя. 
Момент сил тертя 
F опM M F,            (2.31) 
де F fN;r   радіус шипа, 




       (2.32) 
 









У зв'язку з тим, що кут   дуже малий, величина 1cos  . Отже, радіус 
круга тертя fr   дорівнює зміщенню повної реакції R  від зовнішнього 
навантаження Q . 
Отже, момент сил тертя 
FM fQr.                                                           (2.33) 
Розглянемо випадок (рис. 2.20, б), коли цапфа притерта до вкладиша (немає 
зазора); питомий тиск р та коефіцієнт тертя f  сталі (це приймають для нових, ще 
неприпрацьованих, цапф). 
Знайдемо питомий тиск р, момент тертя FM  та потужність сил тертя FN . 
Питомий тиск на нескінченно малому елементі поверхні шипа dS rd l   
становитиме 
,dp rd lp        (2.34) 
де r  радіус шипа; lдовжина шипа;   кут. 
Спроектувавши усі сили на вісь у, складемо рівняння рівноваги 0Y :  
2
0
0Q rd l pcos ,

       (2.35) 
де Q  зовнішнє навантаження.  
Після перетворення дістанемо 
Q ldp,      (2.36) 





                                                            (2.37) 
Отже, питомий тиск р дорівнює частці від ділення навантаження Q  на 
діаметральну проекцію ld  поверхні шипа. 
Момент тертя. Елементарна сила тертя .dF rd lpf   Елементарний 
момент сил тертя 
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2терM fr lpd ,

  .    (2.39) 




                                                     





   зведений коефіцієнт тертя шипа.  
Для припрацьованої цапфи (шипа) виходять із гіпотези сталості 
спрацювання у напрямі навантаження. Тоді 




















 зведений коефіцієнт тертя. 
Тертя п'яти у підп'ятнику. На рис. 
2.21 зображено кільцеву п'яту. Нехай Q  
осьове навантаження, R  та r  зовнішній і 
внутрішній радіуси опорного кільця, f   
коефіцієнт тертя ковзання. 
Виведемо формули для визначення  













Питомий тиск. Якщо прийняти, що  
тиск розподілений рівномірно по всій площі, то величина питомого тиску на 
одиницю опорної поверхні: 





                                                    (2.43)
 
Момент тертя. Виділимо на опорній поверхні п'яти кільце нескінченно 
малої товщини, площа якого дорівнює 2 ydy . Елементарний нормальний тиск на 
цій площі становить 2 ydyp , елементарна сила  тертя 2dF ydypf  .  
Отже, елементарний момент  тертя 
2терdM ydypfy.                                                       (2.44) 











































 радіус тертя; fQ  сила тертя.  








                                                  (2.47) 
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R радіус тертя суцільної п'яти. 
Потужність сил тертя 
.тер терN М                                                   (2.49) 
Кільцеві п'яти кращі за суцільні, бо в них, після припрацювання поверхонь 
тертя, питомі тиски у всіх зонах найближчі до середніх значень. 
Досвід показує, що найвіддаленіші від осі обертання поверхні суцільної 
п'яти спрацьовуються швидше, бо колова швидкість їх більша. Поверхні 
суцільної п'яти, розміщені навколо центра обертання, спрацьовуються менше, 
бо швидкість їх близька до нуля, а питомі тиски наближаються до нескінченно 
великих. Щоб запобігти цьому, частину поверхні, близьку до центра, видаляють 
[1, 2, 3, 9, 10, 11, 13, 14]. 
Практичне заняття 
Мета роботи:  Визначення тертя під час ковзання повзуна (вантажу) по 
похилій площині. Визначення коефіцієнта тертя ковзання. Визначення тертя у 
гвинтах. Визначення тертя в обертальних кінематичних парах.  
Завдання: Розвязання індивідуальних завдань (задач). 
Приклад 1. По похилій поверхні l рухається рівномірно вверх повзун k 
(рис. 2.22, а), що знаходиться під дією сил PР і Q. Сила Q направлена 
перпендикулярно вісі хх і дорівнює Q =100 Н, кут нахилу поверхні l дорівнює 
α=20о, коефіцієнт тертя повзуна k об поверхню l дорівнює 0f  = 0,2. Треба 
знайти  величину сили PP , що направлена паралельно лінії хх, що підтримує 




Рис. 2.22. Визначення горизонтальної поступальної сили РР при русі повзуна по 
похилій поверхні. Повзун  навантанжений силою Q.  
 
Рішення. Визначимо за формулою  кут тертя φ: 
0 0
оarctg f arctg 0,2 11 2 '   . 
 Роздивимося рівновагу повзуна (рис. 2.22, б). До нього прикладено сили 
Q, PР  і відхилена від нормалі пп на кут тертя 
о11 20'   реакція lkP  зі сторони 
поверхні  l на повзун k.  
 Умова рівноваги повзуна, записана у векторній формі, буде:        
0P lkQ P P .    
 На рис. 2.22, в побудовано трикутник сил, що задовольняє цій рівності. 




Із силового трикутника отримуємо 
   0 0о оPР Qtg 100tg 2 11 2 '       
о 100tg31 20'  100х 0,606  60,6 Н.    
 Задаючись прямокутною системою координат і проектуючи всі сили, які 
прикладені до повзуна k, до напряму вісей координат, можна також отримати 
рішення в аналітичній формі. 
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Приклад 2. (рис. 2.23). Визначити коефіцієнт корисної дії похилої 
площини, по якій рухається рівномірно нагору повзун, навантажений 
вертикальної силою Q ; рушійна сила РР паралельна основі хх похилої 
площини. 
Коефіцієнт тертя повзуна про площину рівний 0,3f  ; кут нахилу 
площини 30   . 
Розв'язок. У даному прикладі сила Q  є силою корисного опору. Знайдемо 
співвідношення між рушійною силою Р и силою корисного опору Q , для чого 
розглянемо рівновагу повзуна. До повзуна прикладені (рис. 1.3, а) сила Р, сила 
Q  й реакція площини R , відхилена від нормалі nn на кут тертя 
arctg arctg0,3 18 20f     . Умовою рівноваги повзуна буде 
0.РР Q R    
 
Рис. 2.23. Визначення коефіцієнта 
корисної дії похилої площини  
На рис. 1.3, б побудований відповідний трикутник сил. З нього одержуємо: 
 tg .РР Q     
Нехай повзун переміститься нагору на величину s , тоді робота сили 
корисного опору буде рівна 
кс sin ,A Q s     
а робота рушійної сили буде рівна 
cos .рA P s     
Коефіцієнт корисної дії найдеться по формулі (1.1): 
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   
кс sin sin tg 0,58 0,467.
cos tg cos tg 1,124р
A Q s Q s
А P s Q s
  

     
   
     
    
 
Приклад 3. Визначити горизонтальну силу PP , необхідну для підйому 
вантажу Q  по гладкій похилій площині (рис. 2.23, а) і похилій площині з 
направляючими, виконаними у вигляді двохгранного жолоба (рис. 2.23, б). 
 
Рис. 2.24.  
Дано: навантаження 1000Q Н ; кут підйому похилої площини 15  о; 
коефіцієнт тертя ковзання 
0 0,1f  ; кут при вершинні двохгранного кута 
жолобу 45  о.  
Розв’язок. 1. Для гладкої похилої площини величина сили 
PP  за 
формулою: 
 PP Q tg     , 
де    – кут тертя. 
 Кут тертя рівний: 
'
0 0,1 5 45arctg f arctg    , 
тоді  
   '1000 15 5 45 379PP Q tg tg        Н. 
2. Для похилої площини з направляючими величина сили PP  визначається 
за формулою для клинового повзуна: 
                                        'PP Q tg     ,                                          (2.50) 
де '  – фіктивний кут тертя. 
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    
Фіктивний кут тертя рівний: 
'' ' 0,142 8 4arctg f arctg    , 
тоді сила РP  дорівнює: 
   '' 1000 15 8 4 425 .PP Q tg tg Н         
 Приклад 5. Чи можливий рух вантажу Q  під дією власної ваги вниз по 
гладкій похилій площині і похилій площині з жолобчастою направляючою у 
вигляді двохгранного кута (див. рис. 2.24, б). 
Дано: кут підйому похилої площини 15  о; коефіцієнт тертя; 0f  кут 
при вершинні двохгранного кута жолобу 45  о. 
Розв’язок: Для того, щоб рух тіла вниз під дією власної ваги був 
можливим, необхідно, щоб кут підйому похилої площини   був більше кута 
тертя   для гладкої площини і більше фіктивного кута тертя '  для жолобчатої 
площини. 
Визначимо ці кути тертя: 
а) кут тертя для гладкої площини рівний: 
'
0 0,2 1120arctg f arctg    ; 
 б) фіктивний коефіцієнт тертя для жолобчатої похилої площини 






   , 
звідси фіктивний кут тертя рівний: 
'' ' 0,283 15 50arctg f arctg    . 
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 Таким чином вантаж може рухатися вниз по гладкій похилій площині 
(так як   ) і не може рухатися по жолобчатій похилій площині (так як 
'  ). 
Приклад 1. На подвійний клин (рис. 2.25, а) діє сила 30000Q Н . 
Визначити силу 
PP , необхідну для подолання (підйому) сили Q , якщо кут 
20  , коефіцієнт тертя між ланками 0 і 1 рівний 
1 0,1f  , між ланками 1 і 2 – 
2 0,15f  , між ланками 0 і 2 – 3 0,2f  . 
  
Рис. 2.25.  
  Розв’язок: Розглянемо спочатку рівновагу ланки 2. На цю ланку діє сила 
Q , реакція зі сторони ланки 0 – 
02R , відхилена від нормалі до поверхні аа на 
кут тертя 3   (в сторону, протилежну руху тіла), і реакцію зі сторони ланки 1 – 
12R , відхилення від нормалі до площини дотику цих тіл на кут тертя 2   (в 
сторону, протилежну відносному руху).  Векторна сума цих сил повинна бури 
рівна нулю: 
12 02 0Q R R   , 
 На рис. 2.25, б зображено план цих сил. Із трикутника випливає (по 
теоремі синусів):                                    
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 Переходимо до розгляду рівноваги ланки 1. На цю ланку діє сила 
nP , 
реакція зі сторони ланки 0 – 
01R , відхилена від нормалі на кут тертя 1  і реакція 
зі сторони ланки 2 – 
21R  (див. рис. 2.24, а). Ця реакція по величині рівна реакції 
12R , але направлена в протилежну сторону. Векторна сума цих сил рівна нулю: 
               
01 21
0.РP R R                                      (2.55) 
 На рис. 2.24, в побудовано план цих сил. Із трикутника видно (по теоремі 
синусів): 
       
 
 







     
 
   


                      (2.53) 
 Враховуючи, що по величині сили 
21R  і 12R  рівні, і приймаючи до уваги  








   




.                              (2.54) 
 Визначимо значення кутів тертя: 
21 1 1
'0,1 5 45 ,R arctg f arctg     
2 2
'0,15 8 32arctg f arctg    ,                            (2.55) 
3 3




' ' 'cos11 20 sin 20 5 45 8 32
30000 22000








Приклад 4. Визначити момент крM , котрий потрібно прикласти до гвинта 
домкрату (рис. 26, а) для підйому вантажу вагою 10000Q Н і довжину 
рукоятки l , якщо сила, що прикладається до рукоятки 0P  рівна 200 Н. 
 
Рис. 2.26.                    
Дано: різьба гвинта трапеціїдальна з кутом при вершині профілю 30  , 
зовнішнім діаметром 1 50d мм , внутрішнім діаметром 2 42d мм , кроком 
8t мм  (рис. 2.26, б); коефіцієнт тертя між головкою гвинта між гвинтом і 
гайкою 0,12f  ; коефіцієнт тертя між головкою гвинта і головкою домкрату, 
що не обертається (по площині а-а) 
1 0,18f  ; діаметри кільцевої площадки 
дотику головок гвинта і домкрата рівні: зовнішній 80D мм , внутрішній 
1 40D мм . 
Розв’язання: Момент крM , котрий необхідно прикласти до гвинта, 
повинен подолати два моменти: момент сили тертя між гвинтом і гайкою 'M  і 
момент сили тертя "M  між головкою гвинта і головкою домкрату, що не 
обертається (по кільцевій площині аа): 
' "крM M M  . 





cpQdM tg    .      (2.56) 
Середній діаметр різьби рівний: 






   .                           (2.57) 
Кут підйому гвинтової лінії на середньому діаметрі гвинта рівний: 







    .      (2.58) 








    . 
 Фіктивний кут тертя: 
'' ' 0,139 7 55arctg f arctg    . 
 Тоді момент сили тертя в різьбі рівний: 
   ' '10000 4,6' ' 310 7 55 4500
2 2
cpQdM tg tg 

     Нсм. 
 Момент сили тертя по кільцевій площадці між головкою гвинта і 
головкою домкрату, що не обертається "M  можна наближено представити як 




" 0,18 10000 5400
2 4 4
cpD D DM f Q f Q
 
      Нсм. (2.59) 
 Крутний момент M  рівний: 
' " 4500 5400 9900 ,крM M M H см       








   см.    (2.60) 
 Приклад 5. Барабан 1 гальмує за допомогою двох гальмівних колодок 
(рис. 2.27), котрі закріплені в двох важелях 2. Останні можуть повертатися 
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відносно нерухомих осей А і В і приводяться в рух двохстороннім гвинтом 
правого і лівого заходів за допомогою рукоятки. Визначити зусилля P , котре 
необхідно прикласти до рукоятки для гальмування моменту M , що діє на 
барабан 1. 
 
Рис. 2.27.                    
 Дано: момент 50M Н м  , довжина рукоятки 30l мм , плече важелю 
120a мм , діаметр барабану 180D мм , середній діаметр на різки гвинта 
20cpd мм , крок гвинтової лінії 60t мм  (гвинт шестизахідний з прямокутною 
різьбою), коефіцієнт тертя в парі гальмівні колоди – барабан 0,3кf  , 
коефіцієнт тертя в парі гвинт – гайка 0,15вf  . 
 Приклад вирішуємо спочатку в загальному вигляді. 
 Розв’язання: Для гальмування моменту M  необхідно прижати колодки 
до барабану силами 
21N  таким чином, щоб викликані ними сили тертя 
21 21кF f N  створили гальмівний момент трM  рівний M : 







 .      (2.62) 
47 
 
 Розглядаючи рівновагу колодки, складемо рівняння моментів відносно 
точки А: 







  ,                                         (2.64) 
де Q  – зусилля, з яким потрібно стягнути колодки за допомогою гвинта. Це 
зусилля зівне осьовому зусиллю в гвинті. 
 Момент на рукоятці, що приводить в рух гвинт 0pM Pl , повинен бути 
рівний моменту сил опору в обох парах гвинт – гайка): 
 0 2
2





   .    (2.66) 








       (2.67) 
Визначаємо значення кута підйому гвинтової лінії   і кута тертя   в парі 









        (2.68) 
' 0,15 8 32'вarctg f arctg     
тоді: 
   0
50000 20
43 45' 8 32' 40' .













Приклад 6. Штовхач 1 (рис. 2.28), який 
навантажений силою 10Q Н, піднімається 
рівномірно в гору силою F . Кут між напрямком 
сили F  і напрямком руху штанги 30  . 
Визначити найменшу силу F , при якій штовхач 
буде рухатись рівномірно вгору, якщо коефіцієнт 
тертя між штовхачем 1 і напрямною 2 0,2f  , а 
відстані 0,05l  м, 0,06x м. [13] 
 Розв’язок. Розкладемо силу F  на дві 
складові: горизонтальну 1F  і вертикальну 2F . 
Складова 1F  притискає штовхач 1 до напрямної 2 і 
викликає появу сил тертя в точках дотику А і В: 
      fA AF fR  і fB BF fR ,                                           (2.69) 
де AR , BR  – відповідно реакція в цих точках, якщо розглянути штовхач як 








M F R l Fx
F F R R
   

    


.                                 (2.70) 
 З цих рівнянь знаходимо: 







  ,                                          (2.71) 
де 1 sinF F  ; 
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sin
sin 1 sinB A
xF x





      
 
.               (2.72) 
 Величину сили F  визначимо з умови рівноваги штовхача 1 під дією сили 
2F  і сил тертя, яку можна записати у вигляді рівняння: 




  2 0y fB fAF F F F Q     ,                                 (2.73) 
де 2 cosF F  . 
 Тоді рівняння (129) запишемо у такому вигляді: 
sin











   
10 0,05
9,94
cos 2 sin 0,05cos30 0,2 0,05 2 0,06 sin30
Ql
F
l f l x 

  
    
Н. 
Приклад 7.  По похилій площині 1 рухається рівномірно в гору повзун 2 
(рис. 2.29, а), який знаходиться під дією сили F  і Q . Сила Q  направлена 
перпендикулярно до осі 
0x  і дорівнює 200 Н, кут нахилу площини 30  , 
коефіцієнт тертя повзуна 2 з площиною 1 дорівнює 0,25f  . Треба знайти 
величину сили F , яка направлена під кутом 60   до нормалі n n  і 
підтримує заданий рівномірний рух повзуна 2. 
 Розв’язок. На повзун 2 діє три сили Q , F  і R . Умова рівноваги повзуна 
під дією цих сил, записана у векторній форму, має вигляд: 
0Q F R   . 
      
Рис. 2.29  
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 Для того, щоб побудувати план сил, необхідно визначити напрямок 
реакції R , тобто знайти кут  , який визначається за формулою: 
'0,25 14 2arctg f arctg    . 
 На рис. 2.29, б побудований силовий трикутник, який відповідає 
векторному рівнянню. Використовуючи теорему синусів запишемо пропорцію: 
   sin sin
F Q











sin 30 14 2sin
200 144,59








 Цю задачу можна також розв’язати аналітичним шляхом, проектуючи 
всі сили, що діють на повзун на координатні осі x  і y : 





F Q F F
F Q F N
 
 
    

    


                          (2.74) 
 З другого рівняння системи (2.74) знаходимо величину нормальної 
реакції: 
cos cosN Q F    
і підставляємо її значення у перше рівняння системи (2.74), враховуючи, що 
сила тертя дорівнює fF fN , одержимо: 
sin sin cos cos 0Q F Qf Ff        . 
 Підставимо замість коефіцієнта тертя його значення, виражене через 








  . 












.                                         (2.75) 
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Завдання для самостійного вирішування 
Задача 1. Визначити коефіцієнт корисної дії похилої площини, по якій 
рухається рівномірно повзун, навантажений вертикальної силою Q , під 
впливом сили Р, паралельної похилої площини. Кут підйому площини 20  ; 
коефіцієнт тертя повзуна про площину 0,2f  . Завдання пропонується у двох 
варіантах: а) повзун рухається нагору, б) повзун рухається вниз (рис. 2.30). 
Задача 2. Визначити коефіцієнт корисної дії похилої площини, по якій 
рухається рівномірно повзун, навантажений вертикальною силою Q  під 
впливом сили Р, нахиленої до площини під кутом  ; кут підйому площини  ; 
коефіцієнт тертя повзуна об площину f  (рис. 2.31). Вихідні дані наведені у 
таблиці 6. 
Таблиця 6 
Варіанти 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
 , град 15 10 15 20 13 15 10 25 20 15 
 , град 15 20 30 10 20 25 30 10 25 15 
f  0,1 0,2 0,15 0,25 0,3 0,35 0,4 0,5 0,45 0,55 




Задача 3. Визначити коефіцієнт корисної дії похилої площини, по якій 
рухається рівномірно повзун, навантажений вертикальної силою Q , під 
впливом сили Р, паралельної підставі похилої площини(рис. 2.32). Кут підйому 
площини 20  ; коефіцієнт тертя повзуна про площину 0,2f  . Завдання 
пропонується у двох варіантах: а) повзун рухається нагору, б) повзун рухається 
вниз. 
                 
Рис. 2.30.                       Рис. 2.31.                        Рис. 2.32.  
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Задача 4. (рис. 2.33). Дано: 10000Q  Н, 30o  , 0,4f  ; тіло рухається в 
гору по похилій площині рівномірно. Треба визначити силу PP , що підтримує 
заданий рівномірний рух повзуна. 
      
         Рис. 2.33.                                          Рис. 2.34                             Рис. 2.35  
Задача 5. За умовою задачі 4, визначити силу PP , якщо тіло рухається вниз 
по похилій площині рівномірно. 
Задача 6. Тіло рухається рівномірно вгору по похилій площині (рис. 2.33). 
На неї діє вертикально направлена сила корисного опору 2100Q H . Кут 
нахилу площини 14o  . Коефіцієнт тертя ковзання в поступальній парі 
0,14f  . 
Визначити величину діючої на повзун горизонтально направленої сили Р, а 
також величину R  з урахуванням тертя в поступальній парі. 
Задача 7. Повзун 1 під дією зпрямованої по вертикалі сили P=1200 кг 
рівномірно рухаєтьcя вниз по похилій площині 2. Кут нахилу площини 13o  , 
Коефіцієнт тертя ковзання в поступальній парі 0,1f   (рис. 2.33).  
Визначити величину сили корисного опору Q, а також величину діючої на 
повзун зі сторони похилої площини реакції R з урахуванням тертя в 
поступальній парі. 
Задача 8. Клиновий повзун (ланка 1) під дією горизонтально направленної 
сили Р рухається рівномірно вгору по похилим направляючим (ланка 2). Діюча 
на  ланку 1 сила корисного опору Q = 2100 Н. .Кут нахилу направляючих 
14   . Кут загострення повзуна 60  . Коефіцієнт тертя в поступательній 
парі 0,11f   (рис. 2.34).    
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Визначити величину горизонтальної сили Р, а також величину діючої на 
клиновий повзун зі сторони. направляючих реакції R з урахуванням тертя в 
поступальній парі  виконаної у вигляді клинового повзуна. 
Задача 9. Клиновий повзун (ланка 1) під дією горизонтально направленої 
сили Р=120 Н рухається рівномірно вгору по похилим направляючим (ланка 2). 
Кут нахилу направляючих до лінії горизонту 12   , кут нахилу бічних граней 
жолоба 60  . Коефіцієнт тертя ковзання для материалів із яких виготовлена 
поступальна  пара (з урахуванням умов змащування поверхонь, що труться), 
0,09f   (рис. 2.34). 
 Визначити величину сили  корисного опору Q, а також величину, що діє 
на повзун, зі сторони направляючої ланки 2 реакції R з урахуванням тертя в 
поступальній парі, виконаній у вигляді клинового повзуна. 
Задача 10. Визначити коефіцієнт корисної дії похилої площини, по якій 
рухається рівномірно нагору клиновий повзун, навантажений вертикальною 
силою Q , під впливом сили Р,паралельної основі площини; половина кута 
загострення клина 30  ; коефіцієнт тертя повзуна про площину 0,2f  ; кут 
підйому площини 20  (рис. 2.35). 
Задача 11. (рис. 2.36). Дано: 10000Q Н , 0,1f  , 14t   мм, 8cpd t , 
600l мм ; гвинт обертається рівномірно. Треба визначити: 1) зусилля на 
рукоятці 
HP ; 2) коефіцієнт корисної дії гвинтової пари  . 
                                 
Рис. 2.36. Схема винтового домкрату      Рис. 2.37 Схема винтового літакового підйомника  
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Задача 12. Визначити ККД винтового механізму літакового 
електроприводу, який предназначений для управління заслінкою масло 
радіатора. Різьба ходового гвинта прямокутна двозахідна. Зовнішній діаметр 
різьби 19,5d мм , крок різьби 5мм. Кефіціент тертя ковзання в різьбі 
прийняти рівним 0,1f  . Задачу вирішити для випадків прямого (відчинення 
заслінки) та зворотнього (зачинення заслінки) рух механізму.  
Задача 13. Визначити ККД винтового механізму літакового 
електроприводу, який предназначений для керування дверцятами капота для 
випадків прямого та зворотнього ходу механізму. Різьба ходового винта 
прямокутна двозахідна. Зовнішній діаметр різьби  10d мм , крок різьби 2мм. 
Кефіціент тертя ковзання в різьбі прийняти рівним 0,1f  . 
Задача 14. (рис. 2.37) Визначити ККД винтового літакового підйомника. 
Різьба ходового винта прямокутна однозахідна. Зовнішній діаметр різьби         
45 мм, зовнішній діаметр різьби 35 мм. Коефіцієнт тертя ковзання в різьбі 
0,1f  . Тертя на опорній поверхні гайки знехтувати. 
Задача 15. (рис. 2.37) Визначити ККД літакового винтового підйомника. 
Різьба ходового винта прямокутна одно західна. Зовнішній діаметр різьби 
50d мм , зовнішній діаметр різьби 1 42d мм , зовнішній діаметр опорної 
поверхності гайки 
1 42D мм , внутрішній діаметр опорної поверхності 
2 42D мм . Коефіцієнт тертя ковзання в різьбі 1 0,1f  . Коефіцієнт тертя 
ковзання в опорній поверхності гайки 
2 0,1f  .   
Задача 16. Визначити момент ККД домкрату (рис. 2.38). Вихідні дані в 
таблиці 7. 
Задача 17. Визначити рушійну силу Р, яку прикладено но рукоятки 
домкрату (рис. 2.38), необхідну для підняття грузу масою Q . Вихідні дані в 








Варіанти 1 2 3 4 5 





Кут при вершині  , град 20 30 40 35 25 
Зовнішній діаметр 1d , мм 50 60 66 70 72 
Внутрішній діаметр 2d , мм 30 36 40 44 50 
Крок t , мм 10 10 12 12 12 
Коефіцієнт тертя винтової пари вf  0,08 0,09 0,10 0,11 0,10 
Коефіцієнт тертя пяти пf  0,12 0,14 0,16 0,18 0,20 
Довжина рукояти l , мм 150 170 200 220 250 
 
Задача 18. Визначити величину приведеного коефіцієнта тертя f для 
кріпильної метричної різьби (рис. 2.39). 
 
 




Задача 19. Визначити величину приведеного коефіцієнта тертя f для трапе-
ціїдальної різьбы, призначеної для передачі руху (рис. 2.40). 
 Питання для самоконтролю студентів 
1. Навести формулу повної реакції похилої площини. 
2. При яких умовах відбувається самогальмування? 
3. Що таке ККД? 
4. Навести формули ККД для похилої площини при підніманні. 
5. Навести формулу ККД для похилої площини при опусканні. 
6. Які є основні геометричні параметри різьби? 
7. Навести формулу крутного (рушійного) моменту для гвинтів із 
прямокутною та трикутною різьбою. 
8. Що таке цапфи? Де вони розміщенні? 
9. Навести формулу питомого тиску на одиницю опорної поверхні. 
10. Навести формулу повного моменту тертя п’яти у підп’ятнику. 
11. Де більша сила тертя: при переміщенні клина у клинчастих напрямних 
чи при переміщенні того самого клина по горизонтальній площині без 
напрямних? 
12. Як записуються формули питомого тиску для суцільної і кільцевої п’яти 
при умові p const ? 
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2.7. Тертя кочення 
Якщо циліндр 1 (рис. 2.41, а) перебуває на горизонтальній площині 2 у 
стані спокою, то епюра розподілу напруг у зоні контакту буде симетрична і 
реакція N пройде по одній лінії із зовнішнім навантаженням Q . Коли ж до 
цього циліндра прикласти рушійну силу РР, то відбудеться перерозподіл 
контактних напруг (рис. 2.41, б) і реакція N зміститься у бік перекочування [1, 
2, 3, 9, 10, 11, 13, 14].  
На величину k , яку називають коефіцієнтом тертя кочення і вимірюють в 
одиницях довжини. Досвід показує, що опір перекочуванню залежить від 
пружних властивостей матеріалів стичних поверхонь і величини навантаження. 
Тертя кочення виникає під час перекочування коліс по рейках, катків по 
настилу, куль  по столу,  у шарико-  та  роликопідшипниках і т. д.  
 
Рис. 2.41.                    
Деякі коефіцієнти тертя кочення подано у табл. 8. 
Таблиця 8 
Матеріал k , мм 
Сталь по сталі  0,005 
Дерево по дереву  0,05–0,06 




Вважаючи швидкість перекочування сталою (v const ), можна вважати, 
що колесо 1 (рис. 2.41) перебуває у рівновазі під дією сил Р та Р', Q  та N. 
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Складемо рівняння рівноваги: 0 0Y , M ,     
0Q N   і p onM M ,  Ph Nk    (2.76) 





                                                         (2.77) 
З формули (2.77) видно, що сила РР прямо пропорційна N та k  і обернено 
пропорційна величині плеча h  прикладання сили. Залежно від величини плеча 
h  можливе тертя циліндра таких варіантів: ковзання, кочення, кочення із 
ковзанням. 
Чисте ковзання буде при 





 , де 
0f   коефіцієнт тертя спокою. 


















Пересування вантажу на котках. Для переміщення важких вантажів, 
деталей машин, верстатів та інших споруд часто застосовують котки.] 
Пересування ферми моста на котках показано на рис. 2.42, 2.43. 
      
                                       Рис. 2.42.                                               Рис. 2.43.                               
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Визначимо рушійну силу Р. Нехай Q  вага ферми, n  число котків, 
qвага одного котка, Q nq   вага усіх котків, rрадіус котків, 1k  та 2k   
коефіцієнти тертя кочення [1, 2, 3, 9, 10, 11, 13, 14]. 
Складемо рівняння рівноваги котка (рис. 2.43) у вигляді рівності РР 




  та сил опору: 
1 2on
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









                                        (2.78) 
Нехтуючи вагою G , формулу (2.78) можна записати так: 
0






   зведений коефіцієнт тертя. 
Пересування вантажу на колесах використовується у залізничному 
рухомому складі, у трамвайних вагонах та інших візках. Нехай Qвага 
вантажу із кузовом вагона, Gвага усіх скатів (у даному разі чотирьох коліс і 
двох осей), Qрадіус колеса, r радіус шийки осі, 0f  коефіцієнт тертя 
ковзання, k  коефіцієнт тертя кочення (рис. 2.44, а, б). [1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 13, 
14]. 
Нехтуючи деформаціями контактних поверхонь, складемо умови рівності 















 , тобто 






Р Q Q G
R f r k.

                                         (2.81) 
      
Рис. 2.44.  
Із останньої рівності знаходимо рушійну силу 
 0f Qr Q G kP .
R
 
          (2.82) 






   зведений коефіцієнт тертя. 
2.8. Тертя гнучкої стрічки. 
Тертя гнучкої стрічки маємо у стрічкових пилках (рис. 2.45), пасових 
передачах (рис. 2.46), стрічкових гальмах (рис. 2.47), у шпилях (рис. 2.48) та ін. 
[2, 4, 6, 7, 10, 13]. 
Залежність між натягом збіжної вітки 1S  та набіжної 2S  виведена 
академіком Л. Ейлером. Під час розгляду її виведення вважатимемо, що стрічка 
абсолютно гнучка, прискорення стрічки дорівнює нулю, коефіцієнт тертя 
f const . Для виведення формули виділимо нескінченно малий елемент 
гнучкої стрічки (рис. 2.45, б) з центральним кутом d  і напишемо два рівняння 
рівноваги [2, 4, 6, 7, 8, 10, 11, 12, 13]: 
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  , матимемо 






    .fpd dp     (2.87) 
 
 
          Рис. 2.45.                 Рис. 2.46.                        Рис. 2.47. 
 
 























  , звідки 
1 2
fS S e .                                              (2.88) 
Сила тертя стрічки об барабан 
1 2F S S .       (2.89) 
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                                         Рис. 2.48.                      Рис.2.49  
 
Практичне заняття 
Мета роботи: Визначити тертя кочення. Визначення тертя гнучкоъ 
стрычки. 
Завдання: Розвязання індивідуальних завдань (задач). 
Приклад 1. Сталевий циліндр 1 (рис. 2.50) вагою 15G кН  і діаметром 
40d мм  переміщується рівномірно по сталевій горизонтальній площині 
силою Р. Коефіцієнт тертя кочення дорівнює 0,05k мм . 
      
Рис. 2.50.  
 Розв’язок. При русі тіла 1 відносно тіла 2 момент сили P  повинен 
дорівнювати моменту тертя кочення, тобто: 
2
d











   кН. 
Приклад 2. Визначити силу P , необхідну для подолання опору кочення 
візка, навантаженого силою 5000Q  Н (рис. 2.51). 
      
Рис. 2.51.  
 
 Дано: діаметр коліс 400D мм ; діаметр підшипників ковзання 60d мм ; 
коефіцієнт тертя кочення 0,04k мм ; коефіцієнт тертя ковзання в підшипниках 
ковзання 0,1f   (підшипники пропрацювали). 
 Розв’язання: Силу P  визначають за рівнянням : 
'P f Q . 
 Приведений коефіцієнт тертя 'f  визначається по формулі 
   
1 1




        , 
тоді: 
' 0,19 5000 95P f Q Н    . 
 Приклад 3. Визначити силу P , необхідну для підіймання візка, 
навантаженого силою 5000Q  Н, по похилій площині з кутом підйому 25   
(рис. 2.52). Сила P  направлена вздовж похилої площини. Розміри кілець і 
діаметри підшипників ковзання, а також величини коефіцієнтів кочення і 
ковзання взяти із попередньої задачі. 











                                           (2.91) 
 Приведений коефіцієнт тертя рівний  
1
' 2 1,27 0,019f R fd
D
   . Тоді 
приведений кут тертя '  рівний: 
'' ' 0,019 16arctg f arctg    . 
      
Рис. 2.52.  
Силу P  рівна: 
   '
'
sin 25 1 6sin '
5000 2200





   Н. 
Приклад 4. Для зупинки річкових і морських суден біля пристані 
використовується нерухомі шпилі (рис. 2.49). Дано: натяг збіжної вітки 
1 3980S Н , коефіцієнт тертя гнучкого каната об шпиль (нерухомий барабан) 










e ,  
    
Отже, силою 1 х утримується сила 3980 Н. 
Приклад 5. Дано: 140P H  сила, прикладена до рукоятки стрічкового 
гальма (рис. 2.53); 230    кут кут обхвату стрічкою шківа; 0 2f ,  
коефіцієнт тертя стрічки об гальмівний шків; 45мм  ; 100b мм;  700l мм  
65 
 
- плечі рукоятки; 200r мм ; 400R мм  - радіуси гальмівного барабану та 
шківа. 
Знайти: вагу вантажу Q , який може бути утримувати вагу стрічковим 
гальмом. Тертя в шарнірах знехтувати. 
      
Рис. 2.53.  
Розв’язок.  Підрахуємо кількість рухливих ланок 2n  (барабан з шківом 
1 і руків'я 2). Окрім сили Р і ваги вантажу Q  у стрічці при розгляді умов 
рівноваги кожної ланки діють зусилля натягнення стрічки t  та T , які пов'язані 
між собою по теоремі Ейлера формулою 
fT t e ,   
де T   зусилля у збігаючій гілці стрічки; t  зусилля в набігаючій гілці стрічки; 
2 72e ,   показник натурального логарифма.   
Щоб визначити збігаючу і набігаючу гілки стрічки, застосуємо метод 
звернення руху, тобто задаємо усьому механізму обертання в протилежному 
напрямі з кутовою швидкістю, рівною  , тоді шків зупиниться, а гілка стрічки 
по напряму -   буде набігаючою, а друга гілка – збігаючою. Припустимо, що 
стрічка невагома, ідеально гнучка і працює на розтягування. Умовно 
розтинаємо ліву і праву гілку стрічки і показуємо зусилля  t  та T . 
З рівноваги сил ланки 2 у виді   0iBM F   визначимо зусилля T  
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   
Розглянемо рівновагу сил ланки 1 (здійснює обертальні рухи) у виді 
 0 0iM F  : 0Q r t R T R       . Звідки: 







    
Завдання для самостійного вирішування 
Задача 1. На похилу площину покладений циліндр вагою G  (рис. 2.54) . 
Визначити, як буде рухатися циліндр по площини – котитися чи ковзати, якщо 
коефіцієнт тертя 0,05k мм , коефіцієнт тертя ковзання 0,04f  , діаметр 
циліндру 20d мм , кут нахилу поверхні 10   .  
    
                                       Рис. 2.54.                                                           Рис. 2.55.  
Задача 2. Циліндр вагою G  покладений на горизонтальну площину (рис. 
2.55).  Визначити, як він буде рухатися під дією сили F   котитися чи ковзати, 
якщо коефіцієнт тертя кочення 0,05k мм , коефіцієнт тертя ковзання 0,01f  , 
діаметр циліндра 40d мм , 20h мм .  
Задача 3. Розв’язати задачу 2, якщо h d .  
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Задача 4. Розв’язати задачу 2, якщо 0,1k мм , 0,01f  , 20h мм . 
Задача 5. Вантаж вагою 
1 40G кН , який встановлений на котки діаметром 
200d мм , рухається рівномірно під дією сили F  (рис. 2.56). Коефіцієнти тертя 
кочення 0,06k мм . Вага одного котка 
2 0,4G кН . Визначити силу F , якщо 
ковзання площин по котках відсутнє.  
Задача 6. Вантаж вагою 
1 40000G Н , який встановлений на котки 
діаметром 230d мм , рухається рівномірно під дією сили F  (рис. 2.56). 
Коефіцієнти тертя кочення 0,08k мм . Вага одного котка 
2 400G Н . 
Визначити силу F , якщо ковзання площин по котках відсутнє. 
    
Рис. 2.56.                                                 Рис. 2.57  
Задача 7. Розв’язати задачу 6, прийнявши коефіцієнт тертя кочення між 
котками і площиною y y  1 0,08k мм , а площиною х х  2 0,06k мм . 
Задача 8. Визначити величину горизонтальної сили F , під дією якої візок 
А вагою 30G кН  рухається рівномірно по рейковому шляху х х  (рис. 2.57). 
Діаметри шипів осей коліс 40d мм , коефіцієнт тертя ковзання у підшипниках 
осей 0,1f  , діаметр коліс 250D мм , коефіцієнт тертя кочення коліс по 
рейках 0,1k мм .  
Задача 9. На похилу площину з кутом підйому 10    покладений циліндр 
вагою G . Коефіцієнт тертя ковзання 0,08f  , коефіцієнт тертя кочення 
0,08k мм . Визначити мінімальний діаметр d  циліндра, при якому кочення 
буде відбуватися без ковзання.  
Задача 10. (рис. 2.58) Вантаж вагою 1000Q Н , який встановлений на 
котки діаметром 100d мм , рухається рівномірно під дією сили F . 
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Коефіцієнти тертя кочення 
1 2 0,01k k мм  , коефіцієнт тертя ковзання у 
підшипниках осей 0,1f  . Визначити силу F , якщо ковзання площин по котках 
відсутнє.  
 
Рис. 2.58.  
Задача 11. [27] На двох котках переміщують вантаж, розташований на 
платформі (рис. 2.59). Для всіх пар однаковим коефіцієнтом тертя кочення, 
визначити силу тяги P, якщо вантаж переміщають рівномірно вгору по ухилу 
під кутом γ. Вихідні дані в таблиці 9. 
 
Рис. 2.59  
Таблиця 9 
Варіант 1 2 3 4 5 
Маса Q груза з платформою, Н 1300 1700 1800 2000 2000 
Маса q одного котка, Н 120 170 170 220 180 
Діаметр D котка, м 0,11 0,12 0,09 0,08 0,10 
Коефіцієнт тертя q, м 0,0004 0,0004 0,0005 0,0004 0,0002 
Кут γ, град 8 9 11 12 13 
 
Задача 12. [27] По заданих в таблиці 10 величинам (Q , a , l , r , R ,  , f ) 
знайти силу P на рукоятці стрічкового гальма; тертям в шарнірах нехтувати 
(рис. 2.60).  
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Задача 13. По заданих в таблиці 10 величинам (Q , a , l , r , R ,  , f ), 
знайти в скільки разів сила P на рукоятці стрічкового гальма зменшиться,    
якщо вантаж прагне повідомити барабану обертання в протилежному  напрямі 
(рис. 2.60).  
 
Рис. 2.60  
   Таблиця 10 
Варіант 1 2 3 4 5 
Маса Q , Н 6000 4500 6500 5500 7000 
 а, мм 120 130 140 90 110 
l, мм 1100 1200 1300 1000 900 
 r, мм 310 280 250 220 200 
R, мм 650 450 550 500 600 
Кут обхвату  , град  340 320 310 325 310 
Коефіцієнт тертя f 0,6 0,7 0,5 0,4 0,55 
Питання для самоконтролю студентів 
1. Наведіть формулу визначення рушійної сили для пересування вантажу 
на котках. 
2. Наведіть формулу визначення рушійної сили для пересування вантажу 
на колесах. 
3. Що таке коефіцієнт тертя ковзання? 
4. Що таке момент тертя? 
5. Що таке зведений коефіцієнт тертя? 




ТЕМА 3. СИЛОВИЙ АНАЛІЗ МЕХАНІЗМІВ 
При динамічному дослідженні механізмів розглядають рух їх ланок в 
врахуванням сил, що діють на них.  
Розрізняють дві основні задачі динаміки механізмів і машин: 
1. Заданий закон руху початкової ланки механізму, – треба визначити 
зовнішні сили, які забезпечують цей рух. 
2. Задані зовнішні сили, що діють на ланки механізму, – треба визначити 
закон руху початкової ланки. 
Перша задача має назву силового аналізу механізмів, друга – динаміки 
механізмів (машин). 
Сили, що діють у машинах, поділяють на дві основні групи: рушійні сили 
рF , що діють у бік руху тіла, тобто намагаються прискорити його рух, і сили 
опору оF , які діють проти руху тіла, тобто намагаються сповільнити його рух. 
У свою чергу сили опору поділяються на сили корисного опору коF  та сили 
шкідливого опору шоF . До сил корисного опору відносять технологічні опори 
руху, на зодолання яких при виконанні технологічного процесу витрачається 
робота, тобто для здійснення якого і призначено машину або механізм. До сил 
шкідливого опору належать сили тертя у кінематичних парах, а також опір 
середовища. Відрізняють також сили тяжіння G , сили інерції інF  і сили 
реакції R   у кінематичних парах. Сили тяжіння є результатом взаємодії ланок 
із Землею. Сили інерції з'являються при зміні швидкості руху ланок як за 
величиною, так і за напрямком. Сили реакцій виникають при взаємодії ланок у 
місцях їх стикання, тобто в кінематичних парах [1, 2, 5, 18, 21].  
Проте ці сили не утворюють будь-якого нового класу сил. Залежно від 
напрямку їх дії ці сили треба віднести до рушійних сил або сил опору. 
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3.1. Визначення сил інерції, що діють на ланки механізму 
Відомості про сили інерції, що діють у механізмах, має надзвичайно 
важливе значення, оскільки їх значення бувають досить великими і змінними як 
за величиною так і за напрямком. Це часто приводить до руйнування ланок 
механізмів, появи у них коливань і вібрацій, ударів і шуму, збільшення втрат 
енергії, погіршення умов виконання технологічного процесу. 
Як відомо з теоретичної механіки, у загальному випадку всі сили інерції 
елементарних мас будь-якої ланки [1, 10, 11], яка здійснює плоский складний 
рух і має площину симетрії (рис. 3.1), паралельну площині руху, можуть бути 
зведені до головного вектора сил інерції (скорочено – сила інерції) 
 
Рис. 3.1.  
SF ma                                                         (3.1) 
і до головного моменту пари сил інерції (скорочено – момент) 
ін sM J  ,                                                  (3.2) 
де m – маса ланки, кг; 
Sa  – прискорення  центра мас, м/с
2
; 
SJ   момент інерції 
ланки відносно осі, що проходить через центр мас і перпендикулярна до 
площини руху ланки, 2кг м ;    кутове прискорення ланки, с-2. Знаки мінус у 
формулах (3.1) і (3.2) означають, що вектор сили інерції направлений 
протилежно вектору прискорення центра мас аs, а момент інM  пари сил інерції 
направлений протилежно кутовому прискоренню .  




Мета роботи: Визначення сил інерції, що діють на ланки механізму. 
Завдання: Розвязання індивідуальних завдань (задач). 
Приклад 1.  Визначити сили інерції, що діють на ланки механізму, який 
зображений на рис. 3.2, а. Вихідні дані для розв'язання задачі: маси ланок: 
1 2т кг , 2 10т кг , 3 12т кг , їх моменти інерції 1
20,02SJ кг м c   , 
2
20,08SJ кг м c   . Моментом інерції ланки 3 знехтувати. Кривошип AB  
обертається рівномірно з кутовою швидкістю 110с  . Розміри ланок 
механізму: 0,3ABl м , 0,7ACl м , 1,25BDl м , 1 0,14ASl м , 2 0,52BSl м ; 









223,2 /Sa м с ; 1
214 /Sa м с ; 
3
20 /Sa м с  ;  
2
2 12,13с
 ; 21 0с
 .       
 
Рис. 3.2.  
73 
 
Розв'язок. Використовуючи формули (3.1) і (3.2), обчислюємо величини 
(модулі) сил інерції і моментів сил інерції, що діють на ланки механізму (і = 1, 
2, 3): 
.1 1 1
2 14 27ін SF та H    ;  
.2 2 2
10 23,2 232ін SF т а H    ; 
.3 3 3
12 0 0ін SF т а    , оскільки 3 0Sа  .  
.1 1 1
0,02 0 0ін S SM J     , оскільки кутове прискорення 1 0E  ; 
.2 2 2
0,97ін S SM J Н м   ;   
.3 3 3
0ін S SM J   , оскільки 3 0SJ  . 
Сили інерції прикладаємо в центрах мас відповідних ланок і направляємо 
їх у протилежний бік прискоренню центра мас (рис. 3.3). Отже, сила інерції 
.1інF  направлена протилежне прискоренню 1Sa , .2інF  – протилежно 
прискоренню 
2Sa .  
Момент сил інерції 
.2інM  направлений протилежно кутовому прискоренню 
ланки 2 ε2. 
Завдання для самостійного вирішування 
Завдання (Додаток 1). Задача. Для механізму необхідно виконати 
наступне: 
1) побудувати плати швидкостей та прискорень механізму, прийнявши 
1 const  ; 
2) визначити сили інерції та моменти сил інерції і прикласти їх до 
відповідних ланок. 
Вихідні дані вибирати з таблиці. 
Задачу розв’язувати в загальному вигляді. При цьому враховувати лише ті 
дані, які у таблиці позначені знаком «+». Наприклад, у Вар. 1 положення 
механізму визначається кутом 0  , на ланки механізму діють лише сила 2F  і 
момент сили 2M , відомими є маси ланок 1m , 2m , 3m  і їх моменти інерції 
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J . Відповідно, у цій 
задачі необхідно прийняти 3 0F  , 3 0M  , кут 1  буде залежати від значення 
кута   і визначатися з побудови.  
Питання для самоконтролю студентів 
1. Що таке сила інерції? 
2. Наведіть формулу сили інерції. 
3. Що таке момент? 
4. Наведіть формулу моменту. 
5. У чому полягає завдання кінетостатичного дослідження? 
6. Що таке зведений момент інерції ланки і всього механізму? 
7.Як враховуються сили інерції у випадках поступального, обертального і 
плоско-паралельного рухів? 
3.2. Методика і порядок силового розрахунку механізмів 
Найпростішим випадком силового розрахунку механізмів є рівновага, 
тобто випадок, коли ланки механізму знаходяться у стані спокою або 
поступальному рівномірному прямолінійному русі. У цих випадках не 
виникають динамічні сили (сили інерції). Тому для розв'язання такої задачі 
досить звичайних рівнянь статики. У загальному випадку, коли є прискорення, 
виникають сили інерції і рівнянь статики тут замало. Щоб розв'язати задачу про 
знаходження сил, використовують принцип Даламбера, згідно з яким рухома 
система тіл перебуває у кожний момент часу в рівновазі під дією зовнішніх 
сил, включаючи сили інерції. Користуючись принципом Даламбера, можна 
задачу динаміки розв'язати методами статики, якщо умовно віднести до 
зовнішніх сил і сили (моменти сил) інерції, які виникають при русі ланок і 
діють на елементи кінематичних пар як додаткові сили. 
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Задача про знаходження сил легко розв'язується для статично визначених 
систем. Нагадаємо, що статично визначеною системою називають таку 
систему, в якій кількість невідомих дорівнює числу рівнянь рівноваги, які 
можна скласти для їх знаходження. У механізмах статично визначеними 
системами є структурні групи [1 – 4]. А тому при силовому розрахунку 
механізм розбивають на структурні групи, тобто на статично визначені 
кінематичні ланцюги, до яких прикладають усі зовнішні сили, включаючи сили 
(моменти сил) інерції, а дію основного механізму на ланки групи замінюють 
реакціями. Під дією усіх цих сил група знаходиться у рівновазі, а тому можна 
скласти відповідну кількість рівнянь рівноваги, розв'язуючи які відносно 
невідомих складових реакцій, знаходимо ці реакції. Причому на відміну від 
кінематичного дослідження механізмів, силовий розрахунок треба починати з 
останньої від початкової ланки приєднаної групи і закінчувати силовим 
розрахунком початкової ланки (ланок): 
Послідовність силового розрахунку структурних груп II класу різних видів 




Послідовність силового розрахунку структурних груп 
Вид 
групи 




  0B iM F   для ланки 2  21tR  
  0B iM F   для ланки 3 34tR  
0iF   для групи 21 34,n nR R  
0iF   
 
для ланки 2 






  0B iM F   для ланки 2 21tR  
0iF   для групи 21 34,nR R  
0iF   для ланки 2 23R  (значення 
і напрямок) 




  0C iM F   для групи 21tR  
0iF   для ланки 2 21 23,nR R  
0iF   для ланки 3 34R  (значення 
і напрямок) 








0iF   для групи 21 34,R R  
0iF   для ланки 2 23R  (значення 
і напрямок) 
  0B iM F   для ланки 2 21h  
  0B iM F   
 
для ланки 3 
34h  
 




0iF   для ланки 3 R34, R21 
0iF   
 
для ланки 2 
21R  (значення 
і напрямок) 
  0A iM F   для ланки 2 23h  
  0A iM F   для групи 34h  
    
Практичне заняття 
Мета роботи: Визначення моменту інерції маховика способом дотичних 
зусиль. Побудова діаграм. 
Завдання: Розвязання індивідуальних завдань (задач). 
Приклад 1. Для механізму, який зображений на рис. 3.6, використовуючи 
вихідні дані, які наведені у попередньому прикладі, виконати силовий 
розрахунок, тобто визначити реакції у кінематичних парах і зрівноважувану 
силу F зр, яку прикласти у точці В перпендикулярно кривошипу АВ. Силу 




Рис. 3.6.   
 Розв'язок. 1. Складаємо розрахункову схему механізму. Для цього 
викреслюємо у заданому положенні кінематичну схему механізму (рис. 3.7, а) і 
у відповідних точках прикладаємо всі зовнішні сили, включаючи сили 
(моменти сил) інерції. До зовнішніх сил  відносяться сила корисного опору коF  
і сили ваги 1G , 2G і 3G  відповідних ланок 1, 2, 3, які дорівнюють: 
1 1 2 9,81 12,6 ;G m g H                 2 2 10 9,81 91,1 ;G m g H     
3 3 12 9,81 117,7 .G m g H     
Сили ваги і інерції прикладаємо у центрах мас відповідних ланок. 
 
Рис. 3.7.   
 2. Розбиваємо механізм на структурні групи. Заданий механізм 
складається з механізму І класу (кривошип і стояк) і однієї групи II класу II 
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порядку, яка складається з ланок 2 і 3. Силовий розрахунок починаємо з групи 2 
– 3. 
3. Викреслюємо окремо структурну групу 2 – 3 (рис. 3.8, б) у цьому ж 
положенні і масштабі, що і кінематична схема (рис. 3.8, а), та прикладаємо до 
неї усі зовнішні сили ( коF , 2G , 3G ), включаючи силу інерції 2інF  ( 3інF = 0) і 
момент сили інерції 2інМ , дію основного механізму (стояка 0 і кривошипа АВ) у 
точках під'єднання групи А і С замінюємо реакціями відповідно 21R  і 30R . 
Оскільки кінематичні пари В(1,2) і С(3,0) обертальні, то вказані реакції 
направляємо довільно. 
 
Рис. 3.8.   
4. Згідно з принципом Даламбера складаємо векторне рівняння 
рівноваги структурної групи, що складається з ланок 2 і 3, 
21 2 302 3 0.ін коR F G G F R                                      (3.3) 
У цьому рівнянні маємо чотири невідомі. Невідомими вважаються 
величина і напрям кожної з реакцій 21R  і 30R . План сил можна побудувати, 
якщо у рівнянні (3.3) буде два невідомі параметри. Домовимося тут і далі відомі 
вектори за величиною і напрямком підкреслювати двома рисками, відомі за 
величиною або напрямком – одною рискою, і, нарешті, не підкреслювати 
зовсім, якщо вектор невідомий ні за величиною, ні за напрямком. 
5. Для структурної групи такого виду зручно спочатку розглянути 
рівновагу лише ланки 2 (рис. 3.9, в), оскільки реакція з боку ланки 3 
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23R направлена перпендикулярно напрямній, тобто лінії ВD, то у рівнянні 
рівноваги, яке має вигляд  
21 2 232 0,інR F G R                                                                     (3.4) 
буде лише три невідомі: величина і напрям реакції 21R і величина реакції 23R . 
Точка прикладання реакції 23R  відома, це буде точка С2, яка збігається з точкою 
С, оскільки на ланку 3 діють лише сили, що проходять через точку С. 
 
Рис. 3.9.   
6. Розкладемо реакцію 21R  на дві складові 21
n







                                                    (3.5) 
Нормальну складову 21
n
R  направимо вздовж ланки ВD, а дотичну 21R

  
перпендикулярно цій же ланці. Величину дотичної складової можна знайти з 
рівняння рівноваги ланки 2 відносно точки С2, тобто з рівняння моментів 
1 2
( ) 0nі C iM F  ,      21 2 2 2 2 2 2 2 0BC ін ін коR l M F h G h F h
              (3.6) 
Звідки маємо  
2 2 2 2 2 2
21
2










   
 
     
 




Рис. 3.10.   
де 
 2 2 2 222 0,001 0,029 ; 36 0,001 0,036 ;l lh h м h h м             
2 2 10 0,001 0,01lh h м
     
 
 
– дійсна довжина плеч відповідно сил 2інF , G  і коF  відносно точки С2 (їх 
відрізки на рис. 3.10, в позначені в квадратних дужках). 
Якщо при обчисленні одержимо величину реакції 21R
  із знаком мінус, то 
це означає, що  її  треба  направити  у  протилежний  бік,  як  це показано на 
рис. 3.10, в. 
Підставивши (3.4) у (3.5), одержимо векторне рівняння, у якому буде 
тільки два невідомі: значення реакцій 21
nR  і R23: 
                            21 21 2232 0
n
ко ін
G F FR R R                                          (3.7) 
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7. На підставі рівняння (3.7) будуємо план сил (рис. 3.10, г), вибравши 
масштаб 3 /F H мм  . Тоді відрізки, які зображають відповідні сили на плані 
дорівнюють: 
 21 21 2 2/ 6,1/ 3 2 ; / 232 / 3 77,3 ;F ін ін FR R мм F F мм
             
   2 2 / 99,8/ 3 32,7 ; / 200 / 3 66,7 .F ко ко FG G мм F F мм        
План сил будуємо у такій послідовності (рис. 3.10, г). Проводимо напрям 
нормальної складової реакції 21R  (паралельно ланці ВО), з будь-якої точки цієї 
лінії відкладаємо вектор дотичної складової 21R
  (відрізок [ 21R
 ]), а далі, згідно з 
правилом додавання векторів, будуємо вектори сили інерції 2інF , сили ваги G2 і 
корисного опору коF . Через кінець вектора коF  проводимо напрям реакції 23R  
(перпендикулярно ВD) до перетину з напрямком реакції 21
nR , точка перетину 
яких визначить величину і напрям невідомих реакцій 21
nR  і R23. Напрями цих 
векторів повинні бути такими, щоб при обході контуру плану сил всі сили були 
направлені в напрямі обходу. 
Вимірявши на плані відрізки [ 21
nR ], [R21], [R23], які відображають відповідні 
реакції знаходимо 
21 21 12 3 36 ;
n n
FR R H       
23 23 29 3 87 ;FR R H       
21 21 12 3 36 .FR R H       
8. Визначаємо реакцію в парі С. Для цього запишемо рівняння 
рівноваги ланки 3: 
32 3 30 0R G R                                                  (3.8) 
У цьому рівнянні маємо два невідомих параметри: величина і напрям 
реакції 30R . Реакція 32 23R R  (дія рівна протидії). 
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Згідно з рівнянням (3.8) будуємо план сил (рис. 3.10, д), прийнявши 
масштаб 3 /F Н мм  . Тоді відрізок 3 3 / 117,7 / 3 39,2FG G м   .  
Вимірявши відрізок  30R , знаходимо величину реакції у обертальній парі 
С: 
 30 30 15 3 45 .FR R H      
На цьому силовий розрахунок структурної групи 2 – 3 закінчується. 
Переходимо до силового розрахунку механізму І класу. 
9. Викреслюємо у вибраному масштабі 
1 0,001 /м мм   механізм І 
класу (рис 3.10, е) і прикладаємо до кривошипа АВ всі зовнішні сили 
 12 21 1,R R G  і силу інерції 1інF , (невідома реакція зі сторони стояка для 
механізму І класу є внутрішня сила, її визначимо пізніше). 
10. Знаходимо зрівноважувану силу зрF , яку прикладають до кривошипа 
АВ для того, щоб він знаходився у рівновазі під дією всіх прикладених до 
механізму сил. Величину зрF , можна визначити з умови рівноваги кривошипа 
відносно центра обертання А: 
1 1 1 12 1( ) 0, 0
n
і А i зрМ F G h R h F АВ      ,                        (3.9) 
де відрізки  
1 1,h h , AB вимірюємо безпосередньо з рис. 3.4, e в мм (на ланку не 
діють моменти пар сил). 
З рівняння (3.9) знаходимо величину зрівноважуваної сили 






     
    
11. Для визначення реакції у парі А запишемо векторне рівняння 
рівноваги кривошипа  АВ:  
12 10 1 21 0.ін інR G R F F                                  (3.10) 
У цьому рівнянні два параметри невідомі: величина і напрям реакції 10R .  
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Вибираємо масштаб 0,5 /F Н мм    і будуємо план сил (рис. 3.10, є) для 
кривошипа у відповідності з рівнянням (3.10), попередньо обчисливши 
відрізки, які зображають відповідні сили на плані: 
 12 12/ 25,4 / 0,5 50,8 ; / 36 / 0,5 72 ;зр зр F FF F мм R R мм           
   1 1 1 1/ ' 19,2 / 0,5 38,4 ; / 28/ 0,5 56 .F ін ін FG G мм F F мм        
Вимірюємо на плані відрізок  10R , який з'єднує кінець вектора 1інF , з 
початком вектора зрF  . знаходимо величину реакції у кінематичній парі А 
 10 10 ' 20 0,5 10 .FR R H     
Завдання для самостійного вирішування 
Задача . Для механізму (Додаток 1) виконати силовий розрахунок, тобто 
визначити реакції у кінематичних парах і зрівноважувань силу зрF , яку 
прикласти у точці В перпендикулярно ланки АВ. Вихідні дані в таблиці. 
Задачу розв’язувати в загальному вигляді. При цьому враховувати лише 
ті дані, які у таблиці позначені знаком «+». 
Питання для самоконтролю студентів 
1. Яку систему називають статично визначеною? 
2. Який принцип Даламбера? 
3. Навіщо знаходити сили зрF  та зрМ ? 
4. Що таке зрівноважувальна сила? 
5. Що таке зрівноважу вальний момент? 
6. Чому група Ассура  статично визначувана? 
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3.3. Визначення зрівноважуваної сили методом М.Є. Жуковського 
У тих випадках, коли немає потреби робити повний силовий розрахунок 
механізмів, у результаті якого визначаються реакції у кінематичних парах 
(наприклад, треба розрахувати потужність двигуна), задача зводиться лише до 
визначення зрівноважуваної сили або зрівноважуваного моменту, який 
прикладають до початкової ланки. Реакції у кінематичних парах можуть 
залишатися невідомими як внутрішні сили для всього механізму в цілому. В 
таких випадках для визначення зрівноважуваної сили користуються так званим 
правилом М.Є.Жуковського, згідно з яким можна знайти будь-яку силу, якщо 
задано точку прикладання і напрям цієї сили, а також задано величини, 
напрямки і точки прикладання усіх сил, що діють на механізм. Для цього 
необхідно вектори всіх сил, що прикіадені у різних точках ланок механізму 
(включаючи сили інерції та зрівноважувану силу або момент), перенести 
паралельно самим собі в однойменні точки повернутого на 90° проти миттєвого 
обертання плану швидкостей. Узявши фігуру плану швидкостей за жорсткий 
важіль, який знаходиться у рівновазі відносно полюса плану швидкостей, 
складемо рівняння рівноваги цього важеля 7 вигляді суми моментів усіх сил 
відносно полюса плану. В математичній формі записується так [1, 3, 14, 16, 21, 
22, 26]: 
1 1( ) 0
n n
і P i і i iМ F Fh                                        (3.11) 
де h плече сили iF  відносно полюса повернутого плану швидкостей. 
Якщо на ланки механізму,  крім сил, діють ще пари сил, моменти яких є 
iM , то при використанні важеля Жуковського кожний момент iM   розкладають 
на пару сил 1 /i iF M l
  , де 
il   плече сил 1F
 , на які розкладають заданий 




Мета роботи:     Визначення     зрівноважуваної     сили      методом      
М. Є. Жуковського. 
Завдання: Розвязання за індивідуальним завдання (початкові дані) 
побудувати ричаг М. Є. Жуковського та визначити зрівноважуючу силу 
методом М. Є. Жуковського. 
Приклад . Для механізму, який зображено на рис. 3.11, а, знайти методом 
М. Є. Жуковського зрівноважувану силу, яку прикласти до кривошипа АВ у 
точці В, перпендикулярно лінії АВ. Вихідні дані взяти з попередніх прикладів.  
Розв'язок. 1. Будуємо повернутий на 90° проти миттєвого обертання план 
швидкостей механізму (рис. 3.11, б).  
2. У відповідних точках прикладаємо сили, що діють на ланки 
механізму, а саме: у точці 
1S , прикладаємо силу ваги iG , і силу інерції 1інF , у 
точці 
2S  – 2G  і 2інF , у точці р – 3G і т. д. Момент сили інерції 2інM  замінюємо 
парою сил( 2 2,ін інF F
  ), які прикладаємо у точках В і D (не змінюючи напрямку 












      
Сили 2 2,ін інF F
 
 на плані швидкостей прикладаємо відповідно у точках b і. 
d. У точці b прикладаємо також зрівноважувану силу Fзр . 
3. Складаємо рівняння моментів усіх вказаних сил відносно полюса р 
повернутого плану швидкостей: 
1 ( ) 0
n




 1 1 2 2 2 3 2 4 2 5 6 /зр ін ін ін ін коF Gh G h F h F h F pb F h F h pb            
 19,6 13,5 98,1 4 232 22,5 7,76 43 7,76 17,4 200 34,5 / 60 24,86 .Н             
Відрізки 






Рис. 3.11   
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4. Порівнюємо результати знаходження зрівноважуваної сили двома 












        
де зрF  – величина зрівноважуваної сили, визначеної методом планів сил. 
Завдання для самостійного вирішування 
Задача. Для механізму (Додаток 1) визначити зрівноважуючи силу 
методом М. Є. Жуковського.  
Вихідні дані вибирати з таблиці. 
Питання для самоконтролю студентів 
1. На яких принципах теоретичної механіки заснований метод 
Жуковського? 
2. Який фізичний зміст рівняння Жуковського? 
3. Визначення зрівноважуваного моменту за методом Жуковського? 
4. Як формується теорема Жуковського про «жорсткий важіль»? 
ТЕМА 4. ЗРІВНОВАЖУВАННЯ СИЛ ІНЕРЦІЇ ЛАНОК 
4.1. Зведення сил і моментів сил 
Як уже говорилось, при динамічному дослідженні руху механізмів зручно 
всі сили, що діють на різні ланки механізму, замінити однією силою або одним 
моментом сил, які прикладають до однієї з ланок механізму. Таку ланку 
називають ланкою зведення, замінюючи силу –  зведеною силою звF , а момент 
– зведеним моментом звМ . Заміна сил буде еквівалентною за умови, що 
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миттєва потужність (робота) зведеної сили (моменту) в деякому 
положенні механізму дорівнює сумі миттєвих потужностей усіх сил, що 








       (4.1) 
де звP  – потужність, яку розвиває зведена сила звF  або зведений момент пари 
сил звМ ; іP  – потужність, що розвивають сили так моменти пар сил, що 
прикладені до відповідної ланки (і=1,2,3,…п). 
Ці потужності можна записати у такому вигляді: 




i i i i i
і i i
Р Fv cos M 
  
          (4.2) 
де Bv  – швидкість точки зведення В (рис. 4.1):    – кут між напрямком зведеної 
сили і швидкістю точки зведення; 1  – кутова швидкість ланки зведення; 
i iF M,  – сила або момент сили, які прикладені 
до і ланки; iv  – швидкість точки прикладання 
сили iF ; i  – кут між напрямком векторів iF  і 
Bv ; i  – кутова швидкість ланки і. 
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Рис. 4.1.  
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Між зведеною силою та зведеним моментом сили існує такий зв'язок : 
зв зв звM F h , 
де звh  – плече вектора звF  відносно центра обертання ланки зведення. 
Зведену силу можна визначити також за допомогою правила важеля 
Жуковського, враховуючи, що зр звF F . Це пояснюється третім законом 
Ньютона, оскільки зведена сила змінює дію всіх сил, що діють на ланки 
механізму, а зрівноважувана сила забезпечує рівновагу механізму під дією цих 
сил ( зр звF F – дія рівна протидії). 
Отже, для визначення зведеної сили (моменту) необхідно знати у 
відповідному положенні механізму величину і напрям сил (моментів), що діють 
на його ланки та швидкості точок прикладення сил і кутові швидкості ланок, до 
яких прикладені пари сил. 
4.2. Зведення мас і моментів інерції 
При зведенні мас необхідно, щоб кінетична енергія зведеної маси (моменту 
інерції) у відповідних положеннях механізму дорівнювала сумі кінетичних 
енергій всіх ланок цього механізму, тобто 
   1 ,
n
зв i iT T       (4.4) 
де     звT  – кінетична енергія ланки зведення; 
 іТ  – кінетична енергія ланки і (і=1,2,3,…п) 
Якщо, наприклад, вибрати за ланку зведення кривошип (рис. 4.2, а), а 
точку зведення – центр шарніра В, то кінетична енергія ланки зведення 















     (4.5) 
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Тут звт , звJ  зведена маса або зведений момент інерції механізму;     
B звv v  –  швидкість точки зведення В; 1  –  кутова швидкість ланки зведення 
(у нашому випадку кривошипа АВ). 
Кінетична енергія всіх ланок механізму може бути виражена як сума 
кінетичних енергій мас, які здійснюють поступальний та обертальний рух, 
тобто 
2 2
1 1 12 2
i i
n n n







        (4.6) 
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  (4.7) 
У формулах (4.6) і (4.7) im  і iSJ  –  це відповідно маси ланок і та її момент 
інерції відносно осі, що проходить через центр маси iS , iSv  швидкість центра 
мас ланки і ; i  її кутова швидкість. 
Звичайно буде зберігатися залежність 2зв зв ABJ m l . 
Практичне заняття 
Мета роботи: Визначити величину зведеної сили звF , яку необхідно 
прикласти у точці В до кривошипа. Визначити зведений момент інерції 
Завдання: Розвязання індивідуальних завдань (задач). 
Приклад 1. Для механізму зображеного на рис. 4.2, а, визначити величину 
зведеної сили звF , яку необхідно прикласти у точці В до кривошипа АВ. 
Вихідні данні взяти з попередніх прикладів теми 3. 
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Розв’язок 1. Використовуючи побудований план швидкостей (рис. 4.2, б) і 
знайдені напрямки сил інерції ланок (рис. 4.2, а). знаходимо кути між 
напрямками сил, що діють на ланки механізму, швидкостями точок 
прикладення цих сил (див. рис. 4.2, а): 
1 2 2 260 , 64 , 84 , 137 .         
2. запишемо вираз для визначення потужності сил, що прикладені  до 
кожної ланки. На ланку 1 діють сили .1інF  і 1G , на ланку 2 – сили .2інF , 2G , koF  і 
момент .2інM . Потужність сил, що діють на ланку 3 дорівнюють нулю, оскільки 
швидкість точки прикладання сили 3G  дорівнює нулю і .3 0інM  . Тоді: 
        
1 1
2 2
1 1 1 .1




ін s s ko D ін
Р G v F v
P F v G v F v M

   
  

     
       (4.8)  
У другій формулі знак «–» ставиться тоді, коли напрямки 2  і .2інM  не 
збігаються. Потужність зведеної сили при 0зв   має вигляд: 
               зв зв BР F v .       (4.9) 




























Рис. 4.2.   
Знак «–» означає,що вектор зведеної сили звF  повинен бути напрямлений 
у  протилежний  бік,  як  це  показано  на  рис.  4.2,  а,  тобто зв зрF F   (див. 
рис. 3.10, е, є). 
Приклад 2. Для кінематичної схеми, зображеної на рис. 4.2, а, визначити 
зведений момент інерції. Вихідні данні взяти з попередніх прикладів. Ланкою 
зведення прийняти кривошип  АВ. 






T       (4.10) 
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2. Записуємо формули кінетичної енергії усіх ланок механізму: 




















A S ASJ J ml   – момент інерції кривошипа відносно осі обертання А;  




SAS JvmT                                  (4.12) 
Кінетична енергія ланки 3 3E =0, оскільки центр мас 3S  нерухомий, а 
моментом інерції нехтуємо,  підставляючи (4.11) – (4.12) у загальну формулу 
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Завдання для самостійного вирішування 
Задача 1. Використовуючи вихідні дані відповідно задач з теми 3 та 
результатів їх розв’язання знайти: 
1. Зведений до кривошипа АВ момент від дії усіх прикладених до 
механізму сил. 
2. Зведений до кривошипа момент інерції заданого механізму. 







Задача 2. (рис. 4.3) Задані:  
1
0,1 ,O AL м 2 10 ,т кг  3 20 ,т кг  
1
20,1OJ кг м  . 
Визначте зведений до ланки  момент інерції  кривошипно-повзунного 
механізму  в даному його положенні. 
 
Рис. 4.3.   
 
Питання для самоконтролю студентів 
1. Наведіть формулу зведеної потужності. 
2. Поясніть умову формули зведеної потужності. 
3. Наведіть формулу зведеного моменту. 




ТЕМА 5. РЕГУЛЮВАННЯ ХОДУ МАШИН 
5.1. Спосіб дотичних зусиль. Побудова діаграм. 
Якщо робота рушійних сил машини за будь-який проміжок часу дорівнює 
роботі  всіх сил опору і, отже, рух машини не супроводжується  зміною її 
кінетичної  енергії Е, то рух механізму називають рівномірним, або усталеним. 
Такий рух можливий у машинах, механізми яких мають стале передаточне 
число (наприклад, у вантажопідйомній машині, кінематичну схему якої подано 
на рис. 5.1. У таких машинах зведений момент і кінетична енергія механізму 
сталі, тобто 3J const  і E const , а моменти рушійних сил та сили опору рівні 
між собою [10, 21, 22, 24, 25]: 
0p o надлM M ; A E .    
Кутова швидкість початкової ланки механізму у цьому разі може бути 




У важільних механізмах  
3 p oJ const; E const;M M    
та 
0надлA .  
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Рух машини, при якому робота рушійних сил за будь-який проміжок часу 
всередині періоду, як правило, не дорівнює роботі сил опору p oA A , 
називається періодичним нерівномірним усталеним. 
Під час періодичного нерівноміоного усталеного руху робота рушійних 
сил дорівнює роботі сил опору 
p oA A  у кінці  кожного циклу-
періоду (рис. 5.2, а, 5.5, а). 
Внаслідок періодичної зміни 
навантаження та зведеної маси 
механізму, неминучі коливання 
кутової швидкості ведучої ланки. На 
рис. 5.2, а та 5.5, б наведено графіки 
моментів рушійних сил та сил опору 
для гідравлічного поршневого 
насоса (рис. 5.3); причому 
допущено, що момент рушійних сил 
па валу електродвигуна при 
усталеному русі буде сталим, тобто pM const . 
У тих положеннях механізму, коли робота рушійних сил більша за роботу 
сил опору p oA A  та p oM M , кутова швидкість  зростає. 
Максимум кутової швидкості max  може бути при максимумі  
надлишкової роботи рушійних сил над роботою сил опору (точки а та с на рис. 
5.2, а) 
Мінімум кутової швидкості min  може настати при максимальному 
значенні надлишкової роботи сил опору над роботою рушійних сил (точки b та 





В результаті нерівності зведених моментів pM  та oM  відбуваєте и зміна 
кінетичної енергії надлE A   і відповідна зміна кутової швидкості ведучої 
ланки машини. 
Лише при 3J const  максимальні та мінімальні значення кутової 
швидкості відповідають точкам перетину кривих, які зображуючи. функції 
зведених моментів 
 p pM M   та  o oM M .   
У механізмах із змінним зведеним моментом інерції 3J const  максимум 
та мінімум кутової швидкості початкової ланки max  та min  не збігається з 
точками перетину графіків pM  та oM . 





Межі коливань кутової швидкості початкової ланки звичайно 
встановлюють відповідно до вимог технологічних процесів, які виконує 
















                                          (5.2) 
Точніше середню кутову швидкість кривошипа при усталеному русі 










                                              (5.3) 
де Т – період руху. 








                                         (5.4) 
Величину коефіцієнта нерівномірності   звичайно вибирають з умови 
забезпечення оптимальних умов виконання заданого технологічного процесу. 
Так, наприклад, для генератора змінного струму 
1 1
250 350




    для  компресорів
1 1
50 75
   , для металорізальних верстатів 
1 1
30 50
   . 
З числових даних, наведених для різних машин, найбільша рівномірність 
ходу потрібна для генераторів змінного струму. Чим грубший Технологічний 
процес, тим більшу нерівномірність обертання можна допустити. 
Нерівномірність ходу машини несприятливо відбивається па продукції робочих 
машин та роботі передавальних механізмів, бо в них виникають додаткові 
динамічні навантаження. 
Для підтримання певних співвідношень між роботою рушійних сил та сил 
опору ( pA  та oA ) і заданого коефіцієнта нерівномірності  ходу регулюють рух 
збільшенням зведеного моменту інерції, машини 3J . Це є основною задачею 
100 
 
регулювання періодичної зміни швидкості. Рівняння руху для машини без 
маховика можна записати так: 
   
2 2
2 1
3 2 3 12 2
p oJ J A A .
 
                                        (5.5) 
Для збільшення рівномірності ходу машини на осі ланки зведення 
звичайно закріплюють маховик – колесо із масивним ободом (рис. 5.3), що має  
момент інерції maxJ . 
Рівняння руху для  машини  з маховиком  набуває вигляду: 
     
2 2
2 1
3 2 3 12 2
max max надлJ J J J A .
 
                         (5.6) 
Крім періодичних, можливі і неперіодичні зміни швидкості, при яких має 
місце нерівність p oA A  навіть у кінці періоду. Неперіодичні зміни швидкості 
відбуваються при раптовій зміні величини корисного навантаження або у 
випадку різкої зміни припливу рушійних сил. 
Наприклад, навантаження турбогенератора, що живить електричну 
мережу, залежить від числа та потужності приймачів електричної енергії, чим і 
визначаються величини сил опору, прикладених до турбіни. 
При зміні навантаження порушується відповідність між рушійними силами 
та силами опору, внаслідок чого починає змінюватися кутова швидкість вала 
турбогенератора. 
Проте за умовами роботи, щоб запобігти миганню ламп, треба 
підтримувати кутову швидкість сталою. Ця вимога виконується за допомогою 
регулятора швидкості, який збільшує або зменшує приплив рушійних сил до 
турбіни. 
Те саме відбувається у двигуні внутрішнього згоряння або в поршневій 
паровій машині, яка обертає генератор. 
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З наведеного зрозуміло, що в тих випадках, коли двигун машинного 
агрегата не має природної механічної характеристики, її створюють штучно за 
допомогою регулятора. 
У деяких механізмах часто користуються регуляторами, які змінюють сили 
опору (у настінних годинниках, патефонах та інших приладах). 
Машинні агрегати з асинхронними електродвигунами не обладнують 
регуляторами, бо асинхронні електродвигуни мають властивість 
саморегулювання, тобто при зміні сил опору навіть у широких межах при 
незначній зміні кутової швидкості ротора автоматично регулюється приплив 
рушійних сил, внаслідок чого між силами рушійними та опору встановлюється 
потрібна відповідність. 
Очевидно, що не всякий двигун придатний для 
даної виконавчої машини. Потрібно, щоб механічна 
характеристика двигуна відповідала механічній 
характеристиці виконавчої машини. Наприклад, 
якщо задано механічну характеристику  виконавчої 
машини  0 0М М   і потрібно, щоб вона працювала з номінальною середньою 
кутовою  швидкістю ср  (рис. 5.4), то треба підібрати двигун з механічною 
характеристикою  р рМ М  , який здатний при заданій швидкості ср  
розвивати момент 0рМ М . Цій рівності відповідає точка К перетину 
моментних характеристик. 
Ліворуч від точки К матимемо 0рМ М , отже, кутова швидкість 
зростатиме доти, поки не встановиться рівність моментів. Так само не буде 
усталеного руху на ділянці праворуч від точки К, тобто при 0рМ М ,  що 






При дослідженні усталеного руху механічні характеристики не беруть до 
уваги, бо в процесі цього руху кутова швидкість змінюється дуже мало. 
Переходимо до визначення моменту інерції маховика. Момент інерції 
маховика можна знайти різними способами: дотичних зусиль; енергомас 
(Віттенбауера); Мерцалова, Мерцалова – Гутьяра; Артоболевського. 
Розглянемо перших два способи. 
Спосіб дотичних зусиль називається так тому, що розрахунок ведуть за 
графіками дотичних зусиль, зведених до пальця кривошипа, або за графіками 
(рис. 5.2, а) моментів  0 0М М   і  р рМ М  , пропорційними цим силам. 
При збільшенні кутової швидкості ланки зведення кінетична енергія 
надаватиметься ланкам механізму і маховику. Оскільки маховик порівняно з 
ланками механізму має значний момент інерції, то приріст кінетичної енергії на 
ділянці від b  до c  і від d  до a  поглинатиметься, в основному, маховиком  
(рис. 5.2, а і рис. 5.5, а) [1, 2]. 
На ділянках від a  до b  та від c  до d  кутова швидкість ланки 
зведення трохи зменшується внаслідок відносно великої маси маховика. 
Враховуючи незначний вплив мас ланок механізму порівняно з масою 
маховика на зменшення нерівномірності ходу машини, можна без великої 
похибки знехтувати ними і записати рівняння кінетичної енергії у такому 
вигляді: 




max надлJ A ,
 
                                  (5.7) 
де 
 2 2 21
2
max min cp .    
Після підстановки цього значення рівняння (158) набуває вигляду: 
2











                                             (5.8) 
З формули (5.7) можна зробити висновок, що із зменшенням коефіцієнта 
нерівноміріюсті. В момент інерції маховика збільшується; при встановленні  
маховика на швидкохідніший вал maxJ  зменшується; чим більше надлA , тим 
більше maxJ . 
Надлишкова робота для випадку, поданого на рис. 5.2, а, визначається за 
формулою 
надл мA f .                                              (5.9) 
Побудову графіків робіт корисних опорів  к.о к.оA А   рушійних сил 
 р рA А   та надлишкових робіт  надл надлA А   подано на рис. 5.5, а, б, в. 





Рис. 5.5.   
5.2. Спосіб енергомас (спосіб Віттенбауера) 
Визначення закону руху ланки зведення під дією заданих сил. Графік 
функції (рис. 5.7, в) енергія-маса  3надл надлA А J  можна побудувати графічним 
вилученням параметра   на базі заздалегідь побудованих графіків функцій 
 надл надлA А   та   3 3J J   (рис, 5.6, б та 5.5, б), як показано на рис. 5.7, а - 
в. Точки кривої зазначеного графіка дістали в результаті перетину 
горизонтальних та вертикальних ліній, проведених через відповідні точки 
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графіків  надл надлA А   та  3 3J J   за допомогою допоміжної похилої 
прямої, проведеної під кутом 45º [4, 6, 8, 12, 13]. 
Крива енергомас для кожного цикла є замкнутою кривою внаслідок того, 
що приріст кінетичної енергії за цей період часу дорівнює нулю. Графік 
залежності  3надл надлA А J , або  3E E J   це крива залежності між 
приростом кінетичної енергії E  механізму та його зведеним моментом інерції 
3J . 
 




Рис. 5.7.   
Для визначення закону руху ланки зведення і розрахунку маховика за 
допомогою графіка енергомас запишемо рівняння руху механізму 
o надлE E A ,   
де oE,E   кінетична енергія відповідно у розглядуваний і в початковий момент. 
Подавши кінетичну енергію механізму у вигляді суми кінетичних енергій 





max надлE J J E A ,


























                                                       (5.10) 
Рівняння (5.10) розв'язується графічно за допомогою діаграм надлишкових 
робіт і зведених мас. 
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Формула (5.11) дає змогу визначити кутову швидкість ланки зведення, 
якщо відомо не лише надлA  та 3J , а й oE  та maxJ . 
Для виведення розрахункових формул припустимо, що відомо oE  та maxJ . 
Відклавши їх величини у відповідних масштабах A  та J  і провівши лінії, 
паралельні осям координат графіка енергомас, дістанемо нову систему 
координат з початком у точці О' (рис. 5.8). 
Взявши довільну точку С на кривій енергомас, сполучивши її з початком 
координат О' та опустивши перпендикуляр CD  на вісь 3 maxJ J , із трикутника 
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                                                    (5.15) 




max cp min cp; ,
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                                             (5.17) 
З формули (5.17) можна зробити висновок, що кут а нахилу променів до 
осі абсцис дає змогу визначити миттєве значення кутової швидкості ланки 
зведення та справжній закон руху механізму за заданими силами, і масами. 
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Якщо послідовно сполучити всі точки кривої  3E E J   з початком О 
координат, визначити послідовно усі кути 1 , 2 , 3  ... і скористатися 
формулою (5.17), то можна дістати значення кутової швидкості ю ланки 
зведення у функції кута «р та побудувати графік кутової швидкості    . 




























Інтеграл у правій частині формули можна визначити графічно, якщо 




 у функції кута  , що можливо, бо функція 
    відома, графік  t , а також знайти коефіцієнт нерівномірності 
ходу машини. Кутове прискорення є ланки зведення визначається графічним 
диференціюванням функції  t . 
Знаючи кутову швидкість ш та кутове прискорення є ланки зведення, 
можна визначити швидкості, прискорення та сили інерції окремих ланок, а 
також виконати повний силовий розрахунок механізму за умови, що ланка 
зведення нерівномірно обертається. 
Отже, за допомогою графіка  3E E J   і наступних розрахунків можна 
повністю дослідити питання про рух машинного агрегата при силах, що 
залежать від положення ланки зведення. 
5.3. Визначення моменту інерції маховика за діаграмою  3Е Е J   
Графічним розв'язанням рівняння (5.10) зручно скористатися для 
розв'язання оберненої задачі, тобто за заданим коефіцієнтом нерівномірності 
ходу машини визначити потрібний момент інерції та вагу маховика. 
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Розглядуваний метод визначення моменту інерції маховика за допомогою 
зведення мас та робіт до ланки зведення є принципово суворим, бо не містить 
ніяких припущень; причому задача розв'язується для найзагальнішого випадку 
руху [11, 12. 13. 15]. 
Момент інерції маховика maxJ  визначають для умови усталеного руху. 
Для розв'язання задачі задають: 
1) всі сили  р рM M   та  o oM M  , які прикладено до машини; 
2) конструкцію машини без маховика, тобто розміри  ланок механізму та їх 
маси і, отже,  3 3J J  ; 
3) середню кутову швидкість ланки зведення cр const  ;  проектований 
коефіцієнт нерівномірності ходу машини . 
Після виведення формул (5.14) та (5.15) розрахунок маховика ведуть у 
такій послідовності: 
1) за заданими графіками  р рM M   та  o oM M   будуємо графік 
надлишкової роботи (рис. 5.7, а) 
 надл надлA А ;   
2) за заданими масами ланок механізму будуємо графік зведеного моменту 
інерції механізму Уз = Уз(т) (рис. 5.7,6); 
3) розмістивши, як показано на рис. 67, графіки  надл надлA А   та    3 3J J  , 
будуємо криву енергомас (рис. 5.7, б); 
4) за заданими  та cр  обчислюємо max  та min ; 
5) за рівняннями (5.14) та (5.15) обчислюємо кути max  та min ; 
6) проводимо дотичні до кривої енергомас під кутами  max  та min  і 
знаходимо точку їх перетину О'; 
7) вимірюємо відрізок О'К і за ним обчислюємо момент інерції маховика: 
max JJ O' K .   
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На практиці це набагато складніше, бо при малих значеннях  кути max  
та min  майже дорівнюють один одному, тому дотичні, проведені до кривої 
енергомас, не перетинаються у межах креслення. 
Проте можна й не знаходити точку перетину цих дотичних, досить знайти 
відрізок BF  (рис. 5.9). 
Насправді 
   maxmax min max min
J
J























                                           (5.19) 
5.4. Розрахунок маховика 
У зв'язку з тим, що вага спиць та маточини порівняно з вагою обода 
незначна, можна з деяким наближенням (для спрощення розрахунку) вважати 
всю масу маховика розподіленою в ободі (рис. 5.10) по колу радіуса R , який 
дорівнює середньому радіусу обода. 








    
2 4 maxGD gJ .                                          (5.20) 
Величину 2GD  називають маховим моментом, або характеристикою 




   
                    Рис. 5.10.                           Рис. 5.11. 
 
Крива залежності моменту, інерції maxJ  маховика від коефіцієнта 
нерівномірності ходу  має наближено гіперболічний характер (рис. 5.11) і, 
отже, з наближенням  до нуля maxJ  швидко зростає. Це інколи примушує 
конструкторів відмовлятися від вибору менших значень  у межах, допустимих 
технологічним процесом, бо веде до збільшення розмірів і ваги маховика. 
Вибравши середній діаметр обода маховика у 4 – 5 разів більшим за радіус 




                                                  (5.21) 
Розміри поперечного перерізу ободу знайдемо, якщо виразити його вагу 
через об'єм та питому вагу  3Н / м : 
G Dbh ,                                                  (5.22) 
де   
2
3
b h.  
Слід мати на увазі, що маховик можна виконати у вигляді диска, а ще й те, 
що усі обертові маси (зубчасті колеса, шківи, колінчасті вали, ротори, муфти) є 
також маховими масами. 
Місце встановлення маховика у машині може бути різним: 1) на валу 
кривошипа; 2) на одному із проміжних валів між двигуном та виконавчим 
механізмом; 3) на валу двигуна. 
При встановленні маховика на валу кривошипа (тихохідному) maxJ , maxG  
та габаритні розміри маховика матимемо найбільші, що недоцільно. Але 
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редуктор при цьому захищається від пікового навантаження вирівнюючою дією 
маховика. 
Внаслідок розвитку редукторобудування та випуску надійних і 
довговічних передач, які витримують різні коливання навантаження, дедалі 
частіше практикують встановлення маховика ближче до двигуна, тобто на 
швидкохідному валу. При цьому вага і розміри маховика будуть значно менші. 
Практичне заняття 
Мета роботи: Визначення моменту інерції маховика способом дотичних 
зусиль. Побудова діаграм. 
Завдання: Розвязання індивідуальних завдань (задач). 
Приклад. Визначити зведений момент сил корисного опору та побудувати 
діаграму робіт (рис. 5.12).  
Дано: 180  , частота обертання кривошипа 90 /п об хв ,  
 




Розв’язок. 1. Визначення зведеного моменту сил корисного опору. 
 Користуючись залежностями (4.1) та (4.3), знаходимо значення зведеного 
моменту сил опору прийнявши кривошип ОА ланкою зведення 
1 1




   
 де 180  , cos cos180 1   . 
Тут знак «» показує на те, що зведений момент сил корисного опору 
напрямлений у бік, протилежний обертанню кривошипа [2, 4, 6, 8, 12]. 











    
Результати обчислень наведено у табл. 
Таблиця  
Зведений момент сил корисного опору, Нм 
Позначення 
Положення механізму 
а 2 3 4 5 6 b 
сv  0,48 0,60 0,62 0,62 0,60 0,50 0,41 
коM  30,20 37,47 38,91 38,91 37,47 31,41 25,60 
На підставі одержаних даних будуємо діаграму зведених моментів сил 
корисного опору у функції кута повороту   ланки зведення, відкладаючи для 
зручності побудови від’ємні значення коM  вгору від абсцисс (рис. 5.12, а). 

















Рис. 5.13.   
2. Побудова діаграми робіт 
Інтегруючи графічно діаграму  ко коM М  , одержимо діаграму 
 ко коА А   робіт сил корисного опору. Масштаб А  діаграми робіт 
0,4 0,0209 60 0,5А М Н        Дж/мм. 
Згідно із завданням приймаємо, що зведений момент pМ  рушійних сил 
має стале значення у всіх положеннях механізму. Величину pМ  за один цикл 
роботи визначаємо з рівності робіт ко pА А , прийнявши роботу сил опору 
0 коА А . За цієї умови діаграма буде похилою прямою, яка з’єднує початок 
координат з кінцевою точкою ординати 0 0' . 
Продиференціювавши діаграму  p pА А  , одержимо пряму, паралельну 
осі абсцис, яка є діаграмою зведених моментів рушійних сил. 
Тоді 











3. Побудова діаграми зміни кінетичної енергії механізму 
Складаємо алгебраїчно додатні ординати діаграми  p pА А   і від ємні 
ординати діаграми  ко коА А  , отримані відрізки відкладаємо вгору і вниз від 
осі, суворо дотримуючись їх знаків. З’єднавши кінцеві точки ординат, 
одержимо графік зміни кінетичної енергії  T T    машини без маховика. 






4. Визначення зведених моментів інерції машини без маховика 
Зведений момент інерції механізму визначається з умови рівності 
кінетичної енергії ланки зведення (кривошипа OA) кінетичній енергії усіх 



















 – кінетична енергія ланки зведення; 1,2,3,...,i n  – номер ланки. 
У нашому випадку 
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Підставивши значення кінетичної енергії ланок у залежність (1), одержимо 
 





зв O S S CJ J m v J m v
    . 
Корстуючись залежностями (4.4) – (4.7), знаходимо значення зведеного 
моменту інерції механізму без маховик. На підставі одержаних даних будуємо 







5. Визначення моменту інерції маховика 
Методом графічного виключення з діаграм  T T    і  зв звJ J   
загального параметра  , будуємо криву Віттенбауера – діаграму  звT T J  . 
До одержаної кривої проводимо дотичні під кутами max  і min  до осі звJ , 
які відсікають на осі ординат відрізок kl . 
Кути нахилу дотичних визначаємо за формулами: 
 2 2max
0,01 1
1 9,425 1 0,9137









      
  
, max 42 24  ; 
 2 2min
0,01 1
1 9,425 1 0,8629









      
  
, min 40 48  . 




















 кгм2.  
Примітка.  Точка I  на діаграмі  звT T J   знаходиться за межами 
рисунка. 
6. Визначення розмірів маховика 








    кг. 







    м/с. 
Така швидкість допустима для чавунних маховиків ( 35допv   м/с – 
допустима колова швидкість обода чавунних маховиків). 







    м. 
Товщина обода маховика 
0,4 0,4 0,165 0,066c b     м. 
Приймаємо 170b  мм, 65c  мм. 







Завдання для самостійного вирішування 
Задача 1. Побудуйте графік роботи сил опору Ао = Ао (φ)  за один оберт. 
Визначте роботу цих сил за повний оберт кривошипа, якщо Мо = 400 Н м. 
Задача 2. Визначити величину зведеного моменту рушійних сил, 
прийнявши рМ const , якщо задана діаграма зведеного моменту сил опору 
 oМ f   (див. рис. 5.14 – 5.20). Кут  , який відповідає періоду усталеного 
руху, дорівнює 2 , максимальне значення зведеного моменту сил опору 
1000omМ Нм .  
Задача 3. Побудувати діаграму кутової швидкості ланки зведення 
залежно від її кута повороту, якщо задана крива Віттенбауера. 
Задача 4. Визначити за допомогою кривої Віттенбауера коефіцієнт 
нерівномірності руху машини. 
Задача 5. Визначити момент інерції маховика, якщо задані крива 
Віттенбауера, коефіцієнт нерівномірності руху і середня швидкість обертання 
головного вала машини. 
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Задача 6. Визначити масу, і розміри маховика, якщо задані момент інерції 
маховика і середній діаметр його обода. 
Задача 7. Визначити момент інерції маховика, який встановлений на валу 
кривошипа, якщо задані зведений до вала кривошипа (див рис. 5.19), коефіцієнт 
нерівномірності руху δ = 0,05 і середня кутова швидкість кривошипа ωс= 25 с
-1
. 
Зведений момент рушійних сил і зведений момент інерції механізму сталі 
 20 2,звІ кг м  . Рух механізму усталений. Цикл руху відповідає куту φ = 2π. 
Задача 8. Розв’язати задачу 7, якщо   20 1 2звІ кг м  , cos . 
       
Рис. 5.14.                                  Рис. 5.15.                          Рис. 5.16.  
         
Рис. 5.17.                   Рис. 5.18.                                 Рис. 5.19.  
 
Питання для самоконтролю студентів 
1. Що таке момент інерції маховика? Напишіть вираз. 
2. Які завдання динаміки механізмів є основними? 
3. Напишіть вираз махового моменту. 
4. Що називається маховим моментом? 
5. Яке призначення має регулятор? 
6. Яке визначення має махове колесо? 
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2F  3F  2M  3M  1m  2m  3m  1SJ  2SJ  3SJ  
1 - 0 + - + - + + + + + + 
1 - 90 - + + - - + + - + + 
1 - 180 + + - - - + + - + + 
1 0 - - - - + + + + + + + 
1 90 - + - - + - + + - + + 
2 - 0 + - - + + + + + + + 
2 - 90 - + + - - + + - + + 
2 - 180 + + - - + + + + + + 
2 0 - - + - + - + + - + + 
2 90 - - + - + + + + + + + 
3 - 0 + + - + + + + + + + 
3 - 90 + - - + + + + + + + 
3 - 180 - + + - - + + - + + 
3 0 - - + - - - + + - + + 
3 180 - - - - + - + + - + + 
4 - 180 + + + + + + + + + + 
4 - 0 - + + - + + + + + + 
4 - 90 + - + + + + + + + + 
4 - 30 - - - + - + + - + + 





              
                                  Задача 5.                                                    Задача 6.  
 
 








2F  3F  2M  1m  2m  3m  1SJ  2SJ  3SJ  
5 180 + + + + + - + + - 
5 90 - + + - + + - + + 
5 0 + - + + + - + + - 
5 270 - + - - + + - + + 
5 45 + - - + + - + + - 
5 0 + + + + + - + + - 
6 0 - + - + + - + + - 
6 45 + + - + + - + + - 
6 90 - - + + + - + + - 
6 180 - + - - + + - + + 
6 270 + - - - + + - + + 
6 0 + + - + + - + + - 
7 0 + + + - + + - + + 
7 90 + + - - + + - + + 
7 180 - + + + + - + + - 
7 270 + - - - + + - + - 
7 300 - + - + + - + + - 
7 45 + + - - + + - + + 
           
 
